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Symbole i 0znaczenia

Symbole X i IT

n
i=1

Przyklad

14243+ +n=D i

Przyklad
3
DK =1r+2"+3=36

k=1

Przyklad
L 1 1 1 I 1 8

~2j-1 -5 -3 -1 1 15

WilasnoSci

1) i(aiibi)z \ a; y b,
i=1 i=1 i=1

2) icai =c y a

3) ZC =nc
4) iai+ iai :Zai

Uwaga na ogo6t Z(ai . b,.) # Zai . Zb,.

Niekiedy stosuje si¢ sume podwojna Zz%

i=1 j=1

2 3 2
np. Zzaij = Z(ail +a, +ai3)= ata,tapta, +a,tay;

n
Skrocony zapis wielokrotnego mnozenia np. H a,=a,a, dy....d
i=1

Przyklad

Zadanie

Zapisz sumy za pomocg symbolu X
a) 2+4+6+8+....+12 =

b) 1+43+5+7+...+15=

c) 1+2+4+8+....+256 =
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d) P+22 43 +4>+....+8 =

Zadanie

Oblicz
4

a) Z t odp. 4t
i=1
4

b) > ¢ odp. 10
t=1
6

)y 2" odp. 63
k=1
5

d) > (i-1) odp. 21
i=—1

Silnia.

Symbol n! (czytamy n silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
Zatem n!=l-2-3-...-n, n!=Hi
i=1

Przyjmujemy, ze 0!=1.

Przyklad
51=1-2-3-4-5=120

Zadanie

Oblicz

5

z (i—l)! odp. 34

i=1
Symbol Newtona.

n
Symbol (kj (czytamy ,,n po k” lub ,,n nad k)

gdzie n, k to liczby catkowite nieujemne, k <n

ny n!
k| k(n-k) -

oznacza liczbe okreslong wzorem:

Przyklad
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Zapisujemy w(p)=1 gdy p jest zdaniem prawdziwym
Zapisujemy w(p) =0 gdy p jest zdaniem falszywym

Y

7!

6-7

=21

TS7-5)! 2

Rachunek zdan
Przez zdanie rozumiemy w logice wypowiedz oznajmujacg i taka, ktérej w ramach danej
nauki mozna przypisa¢ oceng prawdziwosci lub falszu (tzn. tylko jedna z tych dwodch ocen).

Litere oznaczajaca dowolne zdanie nazywamy gmienng zdaniowq.
Jezeli p oznacza zdanie prawdziwe, to piszemy: p=1,

jezeli p oznacza zdanie falszywe, to piszemy: p=0.

Spojniki logiczne. Za pomoca spdjnikow logicznych ze zmiennych zdaniowych tworzymy
formuly rachunku zdan. Formuty te przyjmujg wartosci logiczne 0 lub 1, wigc moga by¢

uwazane za zmienne zdaniowe.

Nazwa spojnika | Symbol Budowa Nazwa Sposob odczytania
spojnika formuty formuly
nie ~ ~p negacja, ,nie p”,
zaprzeczenie ,,hieprawda, ze p”
i A prg koniunkcja WPiq”
lub \ pVvq alternatywa ,»p lub g”
jezelipto g7,
implikuje = pP=4q implikacja ,,p implikuje ¢”,
,,Z p wynika ¢”
jest rowno wazne rownowaznos¢ | ,,p jest rtOwnowazne g~
< pP=9q
Tabele zerojedynkowe.
Tabela negacji
p ~pP
1 0
0 1
Tabela koniunkcji
p q png
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
Tabela alternatywy
14 q pvq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
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Tabela implikacji

S|~~~
S|~ |O |~

Tabela rownowainosci

oo~~~
OO~

Przyklad
Wyznaczy¢ warto$¢ logiczng zdania

(pA~q) = (pv~q)
gdy p=0, g=1.

Rozwigzanie
W(0A ~ 1) < (0v ~ D] = w[(0 A 0) < (0v 0)] =
= w0 0]=1

Przyklad

Wyznaczy¢ warto$¢ logiczng formuty
(Prg)V(~r=q)

gdy p=0, g=1, r=1.

Rozwigzanie
WOAD)V (~1=D]=w0v (0= D]=w{0v1]=1.

Tautologie
Tautologia jest to formula rachunku zdan, ktéra przyjmuje warto$¢ logiczng 1 przy
dowolnym podstawieniu wartosci logicznych za zmienne zdaniowe wystepujace w tej
formule.

Przyklad
Wykazaé, ze formuta

(r=q9=(~pvyq
jest tautologia.

Rozwigzanie.

q ~p ~pVvV4q

(= N N

»—o»—U

—_
’—"—"—‘ﬁ“j

e =1L
— OO
(e
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| 1]

Prawa de Morgana

Wykaza¢, ze formuta
~(prg) = ~pv~q

jest tautologia.

p q pAg ~(pnrg) ~p ~q ~pvV~q F
1 1 1 0 0 0 0 1
1 |0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1
0|0 0 1 1 1 1 1

Formute mozemy odczyta¢ nastepujaco: ,,Zaprzeczenie koniunkcji jest rownowazne
alternatywie zaprzeczen”. Jest to pierwsze prawo de Morgana.

Wykazaé, ze formuta
~(pvg) = ~pr~q

jest tautologia.

p q pVvq ~(pvq) ~P ~q ~pA~q F
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
010 0 1 1 1 1 1

Formute mozemy odczyta¢ nastgpujaco: ,,Zaprzeczenie alternatywy jest rownowazne
koniunkcji zaprzeczen”. Jest to drugie prawo de Morgana.

Inne tautologie

1. pv~p prawo wylaczonego srodka (tertium non datur)
2. ~(pr~p) prawo niesprzecznosci

3. (pAp)ep idempotentno$¢ koniunkcji

4. (pvperp idempotentnos$¢ alternatywy

5. ~~p)ep prawo podwdjnego przeczenia

6. p=p

7. (p=>~p)=~p pierwsze prawo Claviusa

8. (~p=>p)=>p drugie prawo Claviusa

9. (prqg)<=(gAp) przemiennos$¢ koniunkcji
10. (pvg)<=(gVvp) przemiennos¢ alternatywy
1. (prg)=p

12. p=(pvq)

13. (p=q9)<=(qv~Dp)

14. (pr=>q9) < (~q=~p) kontrapozycja

15. [(p=q9)=plep prawo Pierce’a

16. ~p=(p=¢q) prawo Dunsa-Scotusa

17. p=(g=p) prawo symplifikacji
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18

19.

(pegpelp=9 Ar(@=Dp)]
[(pvr~pl=q

20. [(p=Pr~ql=>~p

21. [p=@r~q9l=>~p

22. [pr(gar)]<(parg) Ar] taczno$¢ koniunkcji

23. [pAr(gvir)]e(parg)vpar)], rozdzielno$¢ koniunkcji wzgledem alternatywy
24. [pv(gAar)]<(pvg) A(pvr)], rozdzielnosé alternatywy wzgledem koniunkcji
25. [(p= 9 ~r(g=>r)]=(p=r) przechodnios¢ implikacji

26. [p=>(q=>r)]=[(prg)=r] importacja

27. [(prg)=r]=[p=(@=71)] eksportacja

28. [(p=r)A(g=r)]=I[(p Vv q)=r], prawo taczenia poprzednikow w alternatywe
29. [(p=>q9) ~A(p=r)]=[p= (g Ar)], prawo laczenia nastepnikow w koniunkcje
30. [(prg)=rle(p=r)vig=T1)]

3Sl.ipve=rl=(p=r)A(g=T)]

2. [p=@rn]=lp=9r(p=r)]

Zadania

Zadanie 1
Jaka jest wartos$¢ logiczna zdania.

a) Liczba /3 jest mniejsza od 2.

b) Liczba /3 jest mniejsza od kazdej liczby naturalne;.
¢) Liczba /3 jest mniejsza od pewnej liczby naturalnej.
d) Liczba V3 jest wigksza od pewnej liczby naturalne;.

Zadanie 2
Oceni¢ warto$¢ logiczng zdania
a) 2<3)A(2>3) b) 2<3)v(2>3)
¢) (2<3)=(2>3) d) 2>3)=(2<3)
) (2<3)=(2>3) f) 2=3)A(2>3)
Zdania b), d), sa prawdziwe.
Zdania a), ¢), e), f), sa falszywe.
Zadanie 3
Wyznaczy¢ wartos$¢ logiczng podanej formuty przy podstawieniu p=1, ¢=0.
a) ~pvyq b) pA~q
) ~p=r~¢q d) ~(p=9g)

Formuty b), c¢), d), maja warto$¢ logiczna 1.
Formuta a), ma warto$¢ logiczng 0.

Zbiory

Zbidr jest w matematyce pojeciem pierwotnym. Obiekty, ktore nalezg do pewnego zbioru
nazywamy elementami tego zbioru. Pojecie elementu zbioru tez jest pojeciem pierwotnym.
Zapisujemy:

ac A ., jest elementem zbioru A”.
ag A ,element a nie nalezy do zbioru 4”

Sposoby okreslania zbiorow.
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1) Przez wypisanie elementow.
2) Przez podanie warunku, jaki spetniajg elementy tego zbioru.

Dwa zbiory sg rowne, gdy maja te same elementy.

Przyktad
a) {a,b,c,d} ={c,b,d,a}.
b) {a,b}={a,a,b,b,b}.

Zbidr, do ktérego nie nalezy zaden element nazywamy zbiorem pustym. Istnieje tylko jeden
taki zbior. Oznaczamy go symbolem O.

Zbiory liczbowe. Zbiory, ktérych elementami sg liczby nazywamy zbiorami liczbowymi.
Zbior liczb naturalnych - N.

Zbior liczb catkowitych - Z.

Zbior liczb wymiernych - Q.

Zbior liczb rzeczywistych - R.

Przedzial otwarty (a;b)={xeR:a<x<b}
Przedzial domkniety <a;b>={xeR:a<x<b}
Przedzial lewostronnie domkniety <a;b)={xecR:a<x<b}
Przedzial prawostronnie domkniety (a;b>={xeR:a<x<b}
Przedzialy nieograniczone:
(a;0)={xeR:a<x}
<a;o)={xeR:a<x}
(—oo;a)={xeR:x<a}
(-;a>={xeR:x<a}

Mowimy, ze zbior A jest podzbiorem zbioru B, gdy kazdy element zbioru A jest takze
elementem zbioru B. Piszemy: 4 c B.
Przyktad
a) NcZ, NcQ, NcR, ZcQ, ZcR, QcR.
b) (a;b) c<a;b), <a;b)c<a;b>
c) Oc 4 dla dowolnego A.
Zwiazek migdzy zawieraniem si¢ zbiorow i rownoscig zbiordw:
(A=B)e[(AcB)A(Bc 4)]
Czescig wspolng czyli iloczynem zbiordw A 1 B nazywamy zbior tych elementow, ktore
naleza do zbioru A4 i naleza do zbioru B.
ANnB={x:xe ArxeB}
Zbiory, ktorych cze$¢ wspolna jest zbiorem pustym nazywamy zbiorami roztgcznymi.
Sumgq zbiorow A 1 B nazywamy zbior tych elementdéw, ktore naleza do zbioru A4 lub nalezg do
zbioru B.
AUB={x:xe AvxeB}
RozZnicq zbiorow A 1 B nazywamy zbior tych elementdw, ktore nalezg do zbioru 4 i nie naleza
do zbioru B.
A\B={x:xe Arnx¢ B}
Dla dowolnych zbioréw A, B, C prawdziwe sg nastgpujace rOwnosci wyrazajace wlasnosci
dziatan na zbiorach.
a) AnB=BnN A4 przemiennos¢ iloczynu zbiorow



Zdania, zbiory, funkcje - Lucjan Kowalski

b) (ANB)NC=A4Nn(BNC) tacznos¢ iloczynu zbiorow
c) AUB=BuU A przemienno$¢ sumy zbioréw
d) (AuB)UC=4U(BUC(C) taczno$¢ sumy zbioréw

e) An(BUC)=(ANnB)u(AnC) rozdzielnos¢ iloczynu zbiorow wzgledem sumy zbiorow
) AUBNC)=(AUB)N(AUC) rozdzielnos¢ sumy zbiorow wzgledem iloczynu zbiorow
Nastepujace twierdzenia wyrazaja zwigzki dziatan na zbiorach z zawieraniem si¢ zbioréw:
a)Jezeli AcB,toAnB=4

b) Jezeli Ac B,to AUB=B

c)Jezeli AcB,to A\B=0

Przyktad
a) Jezeli A={a,b,c,d}, B=1{b,c,e, f},t0 ANB=1{b,c}.
b) Jezeli A={-3,2,0,5,7},t0 AnN={2,5}.
c) Jezeli A=4{-3,2,0,5,7},t0 AnZ={-3,2,0,5}.
d) 1;5)N<2;7)=<2;5)
e) (5N N={23,4}
H 15N (79)=9
g) O nA= 0 dladowolnego zbioru 4.

Przyktad
a) Jezeli A={a,b,c,d}, B=1{b,c,e,f},to AU B={a,b,c,d,e, f}.
b) (;5)vu<27)=(7)
c) {2}u(2:4)=<2;4)
d) {2,4,0(2;4)=<2;4>
e) (—o;0)u<0;0)=R
f) @ U A=A dla dowolnego zbioru 4.

Przyktad
a) Jezeli A={a,b,c,d}, B={b,c,e, f},t0 A\B={a,d}.
b) ;5)\<2;7)=(12)
c) <2, D\L;5)=<57)
d) <2;7)\{2}=(2;7)
e) (ZH\(7;8)=(24)
f ZH\L8=0
g) A\ O =4 dladowolnego zbioru 4.
h) @\A= @ dladowolnego zbioru 4.

Dopelnienie zbioru. Jezeli rozwazamy zbiory begdace podzbiorami jednego, ustalonego
zbioru X, to zbior X nazywamy przestrzeniq. Jezeli zbidr X jest dla zbioru A przestrzenia, to
zbior X \ A nazywamy dopelnieniem zbioru A (do przestrzeni X) i oznaczamy symbolem A4'.

Iloczyn kartezjanski zbiorow. Iloczynem kartezjanskim zbioréw A4 1 B nazywamy zbior par
uporzadkowanych (a,b), w ktorych pierwszy wyraz ae A, za$ drugi wyraz be B. lloczyn
kartezjanski zbiorow 4 i B oznaczamy symbolem 4 x B. Zatem:

AxB={(a,b):ac Arnbe B}
Przyktad
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Dane sg zbiory 4 ={a,b} oraz B={1,2,3}.
Ax B={(a,),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}
BxA={(,a),(1,0),(2,a),(2,0),(3,a),(3,b)}
Dla dowolnych zbioréw 4, B, C prawdziwe sg nastgpujace roOwnosci.
a) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC) rozdzielno$¢ iloczynu kartezjanskiego wzgledem czesci
wspolnej zbiorow
b) Ax(BUC)=(AxB)uU(AxC) rozdzielno$¢ iloczynu kartezjanskiego wzgledem sumy
zbiorow
Oznaczenia.
la,,a,, ...,a,} oznacza zbiér o elementach a,,a,, ....a, .
Kolejnos¢ wypisania elementéw zbioru nie odgrywa roli.
(a,,a,, ...,a,) oznacza ciag o wyrazach a,,a,, ....a,.
Kolejno$¢ ustawienia wyrazow w ciggu jest bardzo wazna. Zmieniajac kolejnos¢ wyrazow w

ciggu otrzymujemy inny ciag.

Zadanie
Zadanie 1
Z ilu elementow sktada si¢ zbior
a) {x:xeNAx<T} b) {x:xeN/\x2<7}
) {x:xeZAx<T} d) {x:er/\x2<7}
e) {x:er/\x2=7} f) {x:er/\x2=9}
g 0 h) (@}
i) {09, {9}} i) {9,9,0}
odp.
a) 6, b)2, c)nieskonczenie wiele, d)5, e)O0,
2,20 i, )2, jIl
Zadanie 2

Dane sa zbiory: 4A={a,b,c,d,e}, B={d,e, f,g,h,i,j},
C={b,c,d,e, f}, D={i,j, k}. Wyznaczy¢ zbiory:
a) AnB, AUB, A\B, B\ 4
b) ANnC, AuC, A\C, C\4
¢c) AnD, AuD, A\D, D\ A
odp.
a) AnB={d,e}, AuB={a,b,c,d,e, f,g,h,i,j}, A\B={a,b,c}, B\A={f,g,h,i,j}
b) AnC=1{b,c,d,e}, AuC={a,b,c,d,e, [}
A\NC={a}, C\NA={f}
¢c) AnD=0Q,AuD={a,b,c,d,e,i,j,k}, AND=A4, D\A=D

Zadanie 3
Dane sg przedziaty: 4=<2;5>, B=(1;4), C=(3:7 >,
D =<1;2). Wyznaczy¢ zbiory:
a) AnB, AUB, A\B, B\ 4
b) AnC, AuC, A\C, C\ 4
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¢c) AnD, AuD, A\D, D\ A

odp.

a) ANnB=<2;4), AUB=(;5>, A\B=<4;5>, B\4A=(1;2)
b) ANC=3;5>, AuC=<2;7>, A\NC=<2;3> C\A=(57>
c) AnND=0,AuD=<1;5>, A\D=A, D\A=D

Zadanie 4
Wyznacz zbiory
a) Nm<3;6) b) Nm<-=3;2)
¢) ZN<=3;2) d) N\(0;12)
e) <24\ N H 34)\N
odp.
a) {3,4,5} b) {1} c¢) {-3,—-2,-1,0,1}
d) {12,13,14,...} e) (2;3)u(34) ) (3;4)
Zadanie 5
Wyznacz zbidr
a) AU(ANB)
b) BN (AU B)

) (A-B)u(B—-A)u(ANnB)

Zadanie 6
Dane sg zbiory A ={a,b}, B={a,c}. Wyznaczy¢ zbiory
a) AxB b) Bx 4 c) Ax A d) BxB
odp.
a) {(a,a),(a,0),(b,a),(b,c)}
b) {(a,a),(a,b),(c,a),(c,b)}
¢) {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}
d) {(a,a),(a,c),(c,a),(c,c)}
Zadanie 7

W uktadzie wspotrzednych Oxy zaznaczy¢ zbior 4 na osi Ox, zbiér B na osi Oy, a nastgpnie na
plaszczyZnie Oxy wyznaczy¢ zbiér Ax B.
a) A=<1;3>, B=<2;4> b) A=(1;3), B=(2;4)
c) A=<1;3>, B=(2;4) d) A={2}, B=<2;4>
e) A=<1;3>, B={2;4} 0 A={1;3}, B={2;4}
g A={2}, B=(l;0) h)y A={2}, B=R
odp.
a) Kwadrat o wierzchotkach (1,2), (1,4), (3,2), (3,4) wraz z brzegiem.
b) Kwadrat o wierzchotkach (1,2), (1,4), (3,2), (3,4) bez brzegu.
¢) Kwadrat o wierzchotkach (1,2), (1,4), (3,2), (3,4); boki rownolegte do osi Ox nie naleza
do zbioru, a boki réwnolegle do osi Oy naleza do zbioru. Wierzchotki nie nalezg do
zbioru.
d) Odcinek o koncach (2,2) i (2,4).
e) Dwa odcinki: jeden o koncach (1,2) 1 (3,2), drugi o koncach (1,4) i (3,4).
f) Cztery punkty: (1,2), (1,4), (3,2), (3.4)
g) Polprosta o poczatku (2,1) przechodzgca przez punkt (2,2).
h) Prosta o rownaniu x=2.

10
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Kwantyfikatory
Kwantyfikator ogolny.
Symbol /\ oznacza: ,,dla kazdego”.

Niekiedy zamiast symbolu /\ jest uzywany symbol V .
Przyktad
a) Zapis: /\ x?>>0 odczytujemy: ,.dla kazdej liczby rzeczywistej x jest x> >07.
xeR
Jest to zdanie prawdziwe.
b) Zapis: /\ x>0 odczytujemy: ,dla kazdej liczby rzeczywistej x jest x> >0,
xeR

Jest to zdanie falszywe, gdyz np. x=0 nie spetnia funkcji zdaniowej x% >0.

Kwantyfikator szczegélowy.
Symbol V' oznacza: , istnieje”.

Niekiedy zamiast symbolu V jest uzywany symbol 3.
Przyktad

a) Zapis: V x? <0 odczytujemy: ..istnieje liczba rzeczywista x taka, ze x> <07
xeR

Jest to zdanie prawdziwe, gdyz np. x =0 spetnia funkcje zdaniowa x2 <0.
b) Zapis: V x? <0 odczytujemy: ,,istnieje liczba rzeczywista x taka, ze x> <0”.
xeR
Jest to zdanie falszywe, gdyz zadna liczba rzeczywista x nie spetnia funkcji

zdaniowej x% <0.

Prawa zaprzeczania. Prawa de Morgana dla rachunku kwantyfikatorow:

a) ~N\okx o V~0©x)

b) ~V d(x) & A~d(x)

Przyktad
~ A x>0 & V x?<0
xXeR xXeR
Przyktad
~\/x2=—1 = /\xz;t—l
xeR XeR

Prawa de Morgana latwo zapamietaé: aby zaprzeczy¢ zdaniu 7 kwantyfikatorami naleZy
wodwroci¢” kwantyfikatory i utworzyé zaprzeczenie funkcji zdaniowej objetej tymi
kwantyfikatorami.

Zadanie
Oceni¢ warto$¢ logiczng zdania

a) /\|x|>0 b)\/|x|§0

xeR xeR

11
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c) /\ 2x+1 jest liczbg nieparzystg
xeN

d) /\ 3x+1 jest liczbg nieparzysta

xeN

e) N\ Zez nV Zez
xeZ 2 xeZ 2

g V Yez h) A x%>x
xeZ 2 xeN

i) /\ 2x>x ) /\ 2x>x
xeN xeZ

k) A\ x?>x D A x22x
xeZ XeR

m) V z-xeN n) V x=100x
xeN xXeR

odp.
a)0 b)l ¢l d0 e0 H1 g1 hoO
1l O k1 1)0 mO n)l

ZBIORY LICZB
N ={1,2,3,...} — zbior liczb naturalnych
Z ={0,+142,...} — zbior liczb calkowitych

0= {B :peZ,qeN } — zbidr liczb wymiernych
q

R — zbidr liczb rzeczywistych
Zbior A c R jest ograniczony z dotu, jezeli

vV A XZm

meR xeA
Tzn. wszystkie jego elementy lezg na prawo od pewnego punktu osi liczbowe;.
Liczbg m nazywamy ograniczeniem z dotu zbioru 4.
7Zbiér A R jest ograniczony z gory, jezeli

vV AXSM

MeR xeA
Tzn. wszystkie jego elementy lezg na lewo od pewnego punktu osi liczbowe;.
Liczbe M nazywamy ograniczeniem z goéry zbioru 4.
Zbidr A R jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z dotu i z gory.
Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru 4 — R, co zapisujemy a =min 4,

wtedy i tylko wtedy, gdy ae 4 oraz N X2 a

xed

Liczba a jest najwiekszym elementem zbioru AR, co zapisujemy a =max 4,
wtedy i tylko wtedy, gdy a € 4 oraz x/e\ y xsa.

Kres dolny zbioru

Niech zbior 4 < R bedzie niepusty 1 ograniczony z dotu. Liczba a jest kresem dolnym tego
zbioru, co zapisujemy a =inf 4,

wtedy 1 tylko wtedy, gdy

12
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AXZa gy NV Xy <a+é

xeA >0 xped

zatem, kres dolny zbioru jest najwigksza liczba ograniczajaca ten zbior z dotu. Jezeli zbior 4
jest nieograniczony z dotu, to przyjmujemy
de

inf A4 :f —00.
Kres gorny zbioru
Niech zbior B < R bedzie niepusty 1 ograniczony z gory. Liczba b jest kresem gornym tego
zbioru, co zapisujemy b=sup B,
wtedy i tylko wtedy, gdy

ANXZb graz AV x,>b—¢.
xeB >0 xyeB
zatem, kres gorny zbioru jest najmniejszg liczbg ograniczajaca ten zbior z gory. Jezeli zbior B
jest nieograniczony z gory, to przyjmujemy
def

sup B :/ 0.
Uwaga. Najmniejszy element zbioru jest jednoczes$nie kresem dolnym tego zbioru.
Analogicznie, najwigkszy element zbioru jest jego kresem gornym.
Kazdy niepusty zbior ograniczony z dolu ma kres dolny.
Kazdy niepusty zbiér ograniczony z géry ma Kres gorny.

FUNKCJE

Definicja

Niech zbiory X, Y < R beda niepuste. Funkecja okreslong na zbiorze X o wartosciach
w zbiorze Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X doktadnie jednego
elementu y € Y. Funkcje taka oznaczamy przez f:X — Y. Warto$¢ funkcji /' w punkcie
X oznaczamy przez f(x).

Definicja
Niech f:X —>Y. Wtedy zbiéor X nazywamy dziedzing funkcji /' 1 oznaczamy przez
Dy, a zbior

{f(x)eY : xeDf}

nazywamy zbiorem wartoSci funkeji /1 oznaczamy przez W Jezeli dany jest tylko wzor
okreslajacy funkcje, to zbidr elementow z R, dla ktorych wzor ten ma sens liczbowy,
nazywamy dziedzing naturalng funkcji.

Definicja
Wykresem funkcji f: X — Y nazywamy zbidr

{(x,y)eR2 :xeX,yzf(x)}.

Podzbiér ptaszczyzny xOy jest wykresem pewnej funkcji zmiennej x, gdy kazda prosta
pionowa przecina go w co najwyzej jednym punkcie.

Definicja

Funkcja f odwzorowuje zbiér X na zbior Y, gdy
w,=Y
j 5

13
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Definicja
Funkcja f:X — R jest parzysta, jezeli dla kazdego ¥ € X zachodzi

(— xeX oraz f(-x)= f(x)).

Funkcja jest parzysta, gdy o§ Oy jest osig symetrii jej wykresu.

Definicja
Funkcja f:X — R jest nieparzysta, jezeli dla kazdego ¥ € X zachodzi

(~xeX oraz f(-x)=—f(x)).
Funkcja jest nieparzysta, gdy poczatek uktadu wspotrzednych jest srodkiem symetrii jej
wykresu.

Definicja
Funkcja f* jest ograniczona na zbiorze 4 < Dy, jezeli istnieje stata M > 0, ze dla kazdego

xed zachodzi
| f (x)| <M.

Funkcja jest ograniczona, gdy jej wykres miesci si¢ migdzy dwiema prostymi poziomymi.

Funkcje monotoniczne

Funkcja f* jest rosnaca na zbiorze 4 Dy, jezeli dla kazdego x,,x, € 4

[(x, <x,)= (Fx) < F )]

Funkcja f jest malejaca na zbiorze 4 — Dy, jezeli dla kazdego x,,x, € 4

[(x, <x,)= (£(x) > £(x))].

Funkcja f jest niemalejaca na zbiorze 4 Dy, jezeli dla kazdego x,,x, € 4

[(x, <x,)= (FGx) < F )]

Funkcja f* jest nierosnaca na zbiorze 4 — Dy, jezeli dla kazdego x,,x, € 4

[(x, <x,)= (F )= £(xy))].

Funkcja f* jest monotoniczna na zbiorze 4 < Dy jezeli jest rosngca lub malejaca lub
nierosngca lub niemalejaca na tym zbiorze.

Definicja
Niech zbiory X, Y, Z, W < R beda niepuste, przy czym Y — Z oraz niech f: X —>7Y,
g:Z —> W . Zozeniem funkcji g 1 f nazywamy funkcje go f: X — W okreslong wzorem:

(go Hx)=g(f(x)) dla xeX.
Podobnie okresla si¢ ztozenie wigkszej liczby funkcji. Sktadanie funkcji nie jest przemienne.

Definicja

14
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Funkcja f jest r0znowartosciowa na zbiorze 4 Dy, jezeli dla kazdego x,,x, € 4

[(x, = x,)= (f(x) = ()]

Definicja rownowazna
dla kazdego x,,x, € 4

[(xl =x2)3(f(xl)=f(x2))].

Jezeli funkcja jest rosngca albo malejgca na zbiorze A, to jest roznowartosciowa na tym
zbiorze.

Definicja
Niech funkcja f: X —=—7Y bedzie réznowartosciowa na dziedzinie. Funkcja odwrotng do

funkcji ' nazywamy funkcje f~' :Y — X okre$long przez warunek:

[T =xey=f(x), gdzie xeX, yeY.
Wykres funkcji /' otrzymujemy z wykresu funkcji £ odbijajac go symetrycznie wzgledem
prostej y = x.
Funkcja odwrotna do funkcji rosnacej jest funkcja rosnaca.
Funkcja odwrotna do funkcji malejacej jest funkcja malejaca.

Uwaga

Dla kazdego X € X zachodzi f_l(f(x)):x
oraz

Dla kazdego V € Y zachodzi f(f_l (y))=y.

Funkcje elementarne

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: state, potegowe, wyktadnicze,
logarytmiczne, trygonometryczne oraz cyklometryczne. Funkcje, ktore mozna otrzymad
z podstawowych funkcji elementarnych za pomoca skonczonej liczby dziatan arytmetycznych
oraz operacji ztozenia funkcji, nazywamy funkcjami elementarnymi.

Wartoscia bezwzgledng (modutem) nazywamy funkcje okreslong wzorem:
X dla x>0

‘x‘: —x dla x<0°

[ .2
Jest to funkcja elementarna, bo ‘x ‘ =N X dlakazdego xeR.

Wielomiany
Wielomianem stopnia n o wspotczynnikach rzeczywistych nazywamy funkcje

Wix)=a,+ax+..+a,x", a,€R, a, #0
Jesli a, =1, to moéowimy, ze wielomian W(x) jest unormowany. Kazdy wielomian mozna

unormowac¢ dzielac go przez wspotczynnik przy najwyzszej potgdze.

Stopien wielomianu W#(x) oznaczamy degW(x) lub sti(x).
Wielomian zerowy ma wszystkie wspotczynniki rowne zero, jego stopien nie jest okreslony.
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‘Wiasnosé
a) deg[W(x)+ P(x)]< max{deg ¥ (x),deg P(x)},
b) deg[W(x)- P(x)]=deg (x)+deg P(x),

Jesli P(x) jest niezerowy, to dla kazdego W(x) istniejg jednoznacznie okre$lone wielomiany Q(x)
(iloraz) i R(x) (reszta), ze W(x) = P(x)Q(x) + R(x), 1 degR(x) < degP(x).

Przyklad
Wyznaczymy iloraz i reszte w dzieleniu wielomianu W (x)=x"+2x’>+20x+7 przez

P(x)=x"+4.
X H2xP+20x+7: X2 +4=x"=-2
xt+4x? \

—2x7 +20x+7
- 2x° -8
20x+15 €« "

iloraz

Zatem x* +2x” +20x +7 = (x” +4)x” =2)+ 20x+15.

Waznym przypadkiem szczegdlnym dzielenia wielomiandw z resztg jest dzielenie przez jednomian
x—a. Wtedy W(x) = (x—a)0x) + R(x), i degR(x) =0, R(x) = r = W(a) (twierdzenie Bézoutea).
Prostym sposobem wyznaczania ilorazu i reszty w tym przypadku jest tzw. schemat Hornera.

Jesli W(x)=a, +a,x+..+a,x" to wspotczynniki ilorazu Q(x)=b, +bx+..+b _x"" i reszte
R(x) = r wyznaczamy wypetniajac tabelke:

a a

n n-1

a, a a,

=a,|b,,=a, +ab,,| - | by=a,+ab, | b,=a,+ab, | r=a,+ab,

n—1 n n

Zauwazmy, ze schemat Hornera pozwala wyznaczy¢ warto$§¢ wielomianu w dowolnym punkcie, przez
wykonanie niewielkiej ilosci mnozen co ma istotny wptyw na szybko$¢ i prostote obliczen.

Przyklad
Wyznaczymy  (stosujac  schemat Hornera) iloraz 1 reszt¢ w dzieleniu wielomianu

W(x)=x*+2x>+20x+7 przez x+3.

1 0 2 20 7

-3 1 -3 11 -13 46

Zatem x* +2x” +20x+7 = (x+3)(x* =3x> +11x—13)+ 46.

Wielomian D(x) jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem wielomianow Wi(x) i W,(x), co
zapisujemy NWD(Wy, W) = D(x), jesli
a) jest unormowany,
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b) jest dzielnikiem wielomiandw Wi(x) i W(x), tzn. Wi(x) 1 W»(x) dzielg si¢ bez reszty przez D(x),
¢) kazdy inny dzielnik wielomianow Wi(x) i W,(x), jest dzielnikiem D(x).

Wielomiany W,(x), W,(x) sa wzglednie pierwsze gdy NWD(W,, ;) = 1.

Twierdzenie

Jesli co najmniej jeden z wielomiandow Wi(x) i Wy(x) jest rozny od zera, to istnieje NWD(W, W) i
mozna go wyznaczy¢ za pomocg algorytmu Euklidesa.

Mamy bowiem:

NWD(W,, 0) = unormowanie wielomianu ;.

NWD(W,, ¢) =1, gdzie c to stata (czyli wielomian stopnia zerowego).

Jesli degl(x) = deghs(x), to NWD(W,, W,) wyznaczamy nastepujgco: dzielimy Wi (x) przez W,(x)
otrzymujemy reszt¢ Wi(x), jesli Wi(x) = 0 to NWD(W;, W,) = unormowanie wielomianu W, w
przeciwnym przypadku dzielimy W,(x) przez Wi(x) otrzymujemy reszte Wai(x), jesli Wy(x) = 0 to
NWD(W,, W,) = unormowanie wielomianu W; w przeciwnym przypadku kontynuujemy dzielenie
kolejnych reszt, a poniewaz reszty sg coraz nizszego stopnia to algorytm ma skonczong liczb¢ krokéw.

Przyklad

Wyznaczymy NWD wielomianéw x* +3x> +2 i x° —x* +x—1.
Krok 1.

342 —xTHx—1=x+1

X4 —x3+x2 —X

X +2x7+ x+2
x—x+x—1
3x% +3
Krok 2.
3 2 2 1 1
x —x"+x-1:3x +3:§x——

x° +x

—x* =1
—x?-1
0

Skoro ostatnia reszta jest zerowa to NWD jest rOwne unormowaniu reszty poprzedniej, tzn.
NWD(x* +3x*+2, x* =x*+x-1)= x> +1.

Wielomian stopnia wigkszego od zera jest pierwszy jesli nie mozna go przedstawi¢ w postaci iloczynu
wielomianoéw o stopniach wigkszych od zera.

Kazdy wielomian stopnia wigkszego od zera mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomiandow
pierwszych, przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscig do statych czynnikow.

Funkcje wymierne
Funkcje wymierne to ilorazy wielomianow
W (x)

fx)= Plo)’

W szczegdlnosci kazdy wielomian jest funkcjg wymierna.
Jesli stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika, to funkcj¢ wymierng nazywamy wlasciwg.

P(x)#0
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Kazdg funkcje¢ wymierng mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i skonczonej liczby
ulamkéw prostych, tzn. funkcji postaci

A
(x—af
Bx+C
(x2 +bx + c)n
Rozktad na utamki proste wykorzystuje si¢ m.in. w pewnych zagadnieniach rachunku catkowego.

(ulamki proste pierwszego rodzaju);

, przy czym b* —4c¢ <0, (utamki proste drugiego rodzaju);

Przyklad
2

X —=x"+x )
Roztozymy ————— na ulamki proste.

xT=x=-2

L L . o . X —xt+x 3x
Poniewaz iloraz licznika przez mianownik jest niezerowy, to — =X+— .
xT—x-2 X —x-2

Nastepnie rozktadamy mianownik na nierozktadalne czynniki x° —x—2 = (x + IXx - 2). Poniewaz

sg to czynniki liniowe i pierwiastki sg jednokrotne to przewidujemy rozklad na utamki pierwszego
A . B

Ge) (-2

3x A , . . .
= + stron¢ sprowadzamy do wspdlnego mianownika i

(x+1)x-2) (x+1) (x-2) (prawa

rodzaju Wspétczynniki 4, B wyznaczamy z  réwnania

32
-x"+ 1 2
porownujemy liczniki). Stad 4 = 1, B =2 i ostatecznie al > Y Y X+ + .
X —x-2 (x+1) (x-2)
Uwaga
Utamki proste drugiego rodzaju przewidujemy w rozktadzie, gdy mianownik zawiera nierozktadalne
1 A Bx+C

czynniki stopnia drugiego, np. =—+4+ .
Y P SIC80 P x(x2+4) x x*+4

Kazdemu czynnikowi (x —a)" w rozktadzie mianownika odpowiada suma utamkow
A, A, A 1 A B, B,

+ +.... ~—, np. = + +
(x—a) (x-a)® (x-a) (x+1)x=2) (x+1) (x-2) (x-2)
Podobnie kazdemu czynnikowi (x2 +bx+c)n, gdy b>—4c<0, w rozkladzie mianownika
Bx+C, B,x+C, B x+C,

+ +....t

(x2+bx+c) (x2+bx+c)2 (x2+bx+c)n ’

odpowiada suma utamkow np.

1 :le+C1+Bzx+C2
(x2 +2)2 x*+2 (x2 +2)2 '
Zadania

Zadanie 1
Wyznaczy¢ iloraz i reszt¢ w dzieleniu wieclomianu

a) 2x* +5x° +7x* +2x+4 przez x> —x+1,
b) x*+4x® +5x* —x—1 przez x> +2x -3,
c) 2x* =3x+1 przez x° +4.
(odp. a) 2x* +7x+12, 7x—8;Db) x*+2x+4, -3x+11;¢)0, 2x° -3x+1)
Zadanie 2
Wyznaczy¢ (stosujgc schemat Hornera) iloraz i reszt¢ w dzieleniu wielomianu

a) 2x* =3x° =5x* +8x -3 przez x —4,
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b) x*=5x° +4x* —6x+8 przez x—1,
c) 2x° —5x° —8x przez x+3.
(odp. a) 2x° +5x% +15x+68,269; b) x° —x* +3x-3, 5;
¢) 2x* —6x° +13x* —=39x+109, -327)

Zadanie 3
Wyznaczy¢ NWD nastepujgcych wielomianow

a) xz’(x+l)2 (x—2)(x+l) oraz x3(x+1)(x+3),
b) (x3 —8)x? —4x+4)x? —4)3 oraz (x2 —4)2 ,
(odp. a) * (x+1): b) (x> ~ 4

Zadanie 4
Roztozy¢ nastepujgce funkcje wymierne na utamki proste.
2
a) al
(x—l)(x+ 2)(x+3)
1
b
) x' -1
(odp. a) 1/12~ 4/3 N 9/4 b) /3~ x+2 N 9/4
PUGD) Gr2) r3) ) o) 3 wx) (1+3)
Zadanie 5
lle wynosi stopien wielomianu W (x) = [(— 2x° +x7 = 3x+1)2x° —x° +3x+1)]2 ?
odp. 20
Zadanie 6

Uzasadnij dlaczego wielomian W (x)=x" +3x> +3x+1 jest podzielny bez reszty przez
dwumian x+1.

Zadanie 7
Niech W(x)=x*+1, P(x)=x">-1. Wyznacz wielomian W (P(x)).
odp. x* —2x* +2

Zadanie 8
lle wynosi reszta z dzielenia wielomianu W (x)=-2x" +x* —x’ + x> =3x—6 przez

jednomian x+1 ?
odp. 2

Zadanie 9
Rozioz wielomian W (x) = x* +2x”> —4x—8 na czynniki liniowe.

odp. (x+2)°(x-2)
Funkcja wykladnicza.

f(x):ax, a>0, xeR
Whlasnosci
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ax
(@) =a

Uwaga.
Funkcje wyktadniczg przy podstawie e = 2,718 oznaczamy niekiedy przez exp;
expx=e".
Funkcja logarytmiczna.
yv=log, x = a” =x, a>0, a#1 jest podstawg logarytmu, x> 0.
Wilasnosci
log,1=0
log,a=1
log, (x- y)=log, x +log, y
X
log, (—j =log, x—log, y
Y
log, x" = ylog, x

log, x 1
log, x = St w szczegolnosci log, b=

log, a

Uwaga.
Logarytm przy podstawie e z liczby x nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy
przez Inx;

Inx=log, x.

Logarytm przy podstawie 10 z liczby x nazywamy logarytmem dziesi¢tnym i oznaczamy
przez lgx;

lgx=log,, x.
Zadanie 1
Oblicz. log, 8, log, \/g log;0,2.

Zadanie 2
. 25
Oblicz log;8—logs2+ logs(Tj .

odp. 2
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Zadanie 3

2 1
Oblicz (3v3) 3 +81 .
odp. 2/3

Zadanie 4
Wyznacz funkcje odwrotng do funkcji f(x)=1log,(x—1).

odp. g(x)=2"+1

Zadanie 5
Wyznacz dziedzing funkcji f(x)=log,  (x*—2x).
odp. (—;0)U(2;3)U(3:4)
Zadanie 6
Ktoéra z ponizszych funkciji jest parzysta:
1-x
a) f(x)=Ig—-
I+x

b) f(x)=2"-2""
) f(x)=3"+3""

&
d) f(x)=1g—
X
Zadanie 7
Wyznacz zbiér wartosci funkcji f(x) =log,(x* —2x+3).
odp. [1; )
Zadanie 8
Wyznacz zbiér wartosci funkgji f(x) = 0,27 .
odp. [25; )
Zadanie 9
Przeksztat¢ do najprostszej postaci.
- 4
Xt x7 (x* x7)
x#0 ——— x#0
a) 2 ? b) -7 -9
X X X
12
—(\/; ) x>0 ()2
2 8
c) I ’ d) (x (V) ) , x>0
Zadanie 10

Zapisz jako potege liczby 2.

V2

a) (163-4)5 by 0,125-0,25 c) >

d) 8/4 e) V242 f)

o0
o0
=1
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Literatura: H.Matuszewska, W.Matuszewski, "Elementy logiki i teorii mnogosci".
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