ALGEBRA MACIERZY. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH.

MACIERZE

Macierza o wymiarachmxn (m nan) nazywamy prostaftng tablice, ktérej elementami jest
mln liczb rzeczywistych, maga m wierszy in kolumn postaci

ay, ap - A, | -

a, - a, |« .
A= %1 %o 21 wiersze
Ay Qpny 0 Q| <
i R S |
kolumny

lub A=[a,] lubA

Pierwszy indeks elementu macieray okresla w ktorym wierszu macierzy jest ten element.

Stosujemy zapisA = [a"-]

mxn

Drugi indeks elementu macierzy okrela w ktorej kolumnie macierzy jest ten element.

element - ~~—— nr kolumny
macierz' ai J
nr wierszi —/
Macierz ktérej wszystkie elementy sowne 0 nazywamynacierza zerowa. Gdy wymiary

tej macierzy wynikag z kontekstu lub g nieistotne to stosujemy wtedy uproszczony zapis
A=0.

Macierz w ktorej jest tylko jedna kolumna nazywamacierza kolumnowg albowektorem.

Jeli m=n to macierz nazywammacierza kwadratowa stopnian.

A, &, - A,
A= Ay By vt By,
&y Qp Ay

macierzkwadratowastopnian
Elementya,,, a,,, ...., a,, Stanows przekatna tej macierzy.

Sladem macierzy kwadratowe) nazywamy sumelementow jej przeftnej, co zapisujemy
trA=ag +ay+ ..+ a,

Macierz kwadratowaA:[aij] jest diagonalna jesli a; =0 dlai# j, tzn. elementy poza
przelgtna s3 rowne 0. Stosujemy oznaczeme= diag(a,;,8,,,.--,a,, - )



macierzdiagonalnastopnian
Macierz diagonalna jegtdnostkowajesli a, =1 dlai =1,....,n, tzn. wszystkie elementy na
przektnej s réwne 1.

1 O 0

0 1 0
A=

0 O 1

macierzjednostkova stopnian
Macierz jednostkow stopnian oznaczamyl, lub | (mazna te spotk& oznaczenieE,
lub E).
Elementy macierzy jednostkowej ey zapisé za pomog symbolu Kroneckera 9,

0 gdyi#]
gdziedj:{ IVIZ) Wiedy 1 =[5, ].

1 gdyi=j
Macierz kwadratowaA:[aﬂ] jest @orna) trojk atna jesli a; =0 dlai>j, tzn. elementy

pod przektna s3 rowne 0. Analogicznie fti a; =0 dlai < j, tzn. elementy nad przatka s3
rowne 0 to macierz jesti¢Ina) trojk atna.

a; Q, - ay; o - 0

A= 0 Ap Ay A= Ay Ay 0

0 o - &, &y Qp Ay,
macierztréjkatna (gérna) macierztréjkatna (dona)

Zapis macierzowy
Przyktad (wektor produkciji)
Piekarnia wypieka: chleb staropolski, chleb balteski, butki paryskie i kajzerki.
Pewnego dnia na | zmianie wypieczono:
500 szt. chleba staropolskiego,
1200 szt. chleba baltonowskiego,
500 szt. butek paryskich,
2500 szt. kajzerek.
Wielkosci te ma@zemy zapisa wektorowo.



500
1200
' 7| 500

2500

i nazywa wektorem produkcji (istotna jest informacja jakatjinterpretacja poszczegdlnych
skladowych).
W tej samej piekarni na Il zmianie wektor produkeyigladat nas¢pujaco:
200
800

0
100

(0 na trzeciej sktadowej oznacza, na Il zmianie nie wypiekano butek paryskich)
Natomiast dla Ill zmiany wektor produkcji byt nggtijacy:

W, =

300
2000
WIII =
800
6000
Zauwamy, ze suma tych wektoréw
1000
4000
W= WI +WII +WIII =
1300
8600

jest wektorem produkcji catodobowe;.

Przyktad (macierz produkciji)

l, I, lll — oddziaty produkcji danej firmy,

A, B, C, D — produkty produkowane przez te oddziatgiaggu jednej zmiany.
Niech

Xll X12 X13
—_ X21 - X22 _ X23 " - . 1z
w, = , W, = . W, = - wektory produkcji poszczegodlnych oddziatow
X31 32 X33
X41 X42 X43

Je&li wektory te zestawimy w jedinmacierz to otrzymamy macierz produkcji catej firmy
M :[)gi]@e

x; — ilos¢ i - tego produktu wytwarzanego przez j - ty odfzia

np.



10 0 5 ~ A

20 25 O - B
M = Produkt
0O 10 5 < C

15 5 20 ~D
| 1l 11
Oddz.
Uwaga. Np.x, = 0 - oznaczaze Il oddziat nie wytworzyt ani jednej jednostki plktu A.

Macierz produkcji dobowej jest rowna sumie macigreydukcji dla poszczegdlnych zmian.

Przykiad (macierz jednostkowych kosztow transporti

Dwie cementownie I, Il, zaopateuyv cement cztery wytwornie betonu.

Jednostkowe koszty transportu (koszt [zf] przewbzany) do poszczegdélnych odbiorcow dla
cementowni | wynosgodpowiednio 3, 5, 8, 4 a dla cementowni 11:4610, 2.

Koszty te maemy zapisaw postaci macierzy kosztow jednostkowych:

35 8 4 .
cementownie (dostawcy)
6 4 10 2

wytwoérnie betonu(odbiorcy)

Dzialania na macierzach
Mnozenie macierzy przez liczlp

Niech A= [ajj] c — liczba rzeczywista.

Wtedy cA:[ca1.J.]mxn (mnazymy przez c wszystkie elementy tej macierzy).
Przykfad
1 2 0 201 22 2[00 2 4 0
20-1 3 1(=|2(-) 23 20|=|-2 6 2
0 -2 0 20 2[-2) 20 0O -4 0

Transponowanie macierzy
Niech A= [qj ]mxn ,

wtedy A" = [aji] _ (wiersze macierzj zapisujemy jako kolumny macieray).

nx

Zauwamy,ze A=A

Przyktad
12 3" [11 1
12 3| =[2 2 2
12 3 |3 33

Dodawanie (odejmowanie) macierzy
Niech A= [aij] B= [bu' ]mxn
(rozmiary macierzy mugzy¢ zgodne),

mxn ’



wtedy A+B= [aij tb, ]mxn
(dodajemy (odejmujemy) odpowiednie elementy magjerz

Przykfad
1 2 O 2 4 0 1+2 2+4 0+0
-1 3 1(+/-2 6 2|=|-1-2 3+6 1+2|=
0 -2 0 0 -4 0 0+0 -2-4 0+0
3 6 0
=-3 9 3
0 -6 0
Przykfad
Macierze produkcji dla poszczegdlnych trzech znfilany s3 nastpujace:
10 0 5 10 0 O 5 00
20 25 0 120 15 O 110 0 O
‘|0 10 5 >lo 5 0 10 00
15 5 20 15 0 O 10 0 O

Zauwamy, ze oddziat Il nie pracuje na trzeciej zmianie, azddlll nie pracuje na drugiej i
trzeciej zmianie

Wyznaczymy macierz M produkcji tygodniowej tej fiynizaktadamyze w cagu pkciu dni
roboczych produkcja jest identyczna).

M =50M,+M, +M,)=

25 0 5 125 0 25
50 45 O 250 225 O

0 15 5 0 75 25
40 5 20 200 25 100

Mnozenie macierzy

NIeCh A = [aik]mxr ’ B = |.Q<] ]rxn

(liczba kolumn pierwszej macierzy musidaywna liczbie wierszy drugiej macierzy),
wtedy

(mnazymy wiersze pierwszej macierzy przez kolumny drugiacierzy).

mxn

Niekiedy wygodnie jest zapisywannazenie macierzy w nagbujacy sposébgchemat
Falka):



Przyktad

Niech
1 0 -1
-2 1 3 4 2 1 3
A= B=
{O 0O -2 J 0O -1 O
-2 0 1

Wyznaczymy iloczyn tych macierzy (mienie to jest wykonalne bowiem maciekzma 4
kolumny a macierB ma 4 wiersze).

Stosujemy zapissE€hemat Falkg:

poszczegolne elementy macieAty

otrzymujemy mnzac odpowiadajcy
temu elementowi wiersz macieray
przez znajdara sig nad nim kolumag
macierzyB.

np. (-2)(-1) +13+30+41 = 9

1 0 -1
te wymiary 2 1

. 3 B
musz by¢
rowne \ﬁ 0O -1 0 d

'l -2 0 1

0O 0 -21 -2 2 1 <
A A AB
Przyktad

Firma produkuje wyroby A, B stosyg trzy rodzaje surowcow,SS, Ss.
Norme zwzycia surowcoéw mena zapisaw tabeli np.

Surowiec (kg) | Wyréb A | Wyréb B

S 1 0

S 2 3

S 4 2

lub w postaci macierzy
10
N={2 3 }surowce

4 2
H_/
wyroby



100
Znajc wektor planowanej produkcji dobowej nw.= {200}

mozemy wyznaczy (mnazgC macierz norm ziycia surowcow przez wektor produkcji)
wektor zuzycia surowcow.

100
Z=N[Ow=|800 } zwycie poszczegolnych surowcéw
800

Oznacza toze aby zrealizowazaplanowas produkcg nalezy codziennie zapew&il00 kg
surowca g 800 kg surowca S 800 kg surowca $5

Potega macierzy
J&li A jest macierg kwadratovs stopnia n toA = ACALL.CA.
k

Wiasnosci
a) mnazenie macierzy jesttzne, tznA(BC) = (AB)C, dlatego zapi#\BC jest jednoznaczny,
b) mnazenie macierzy jest rozdzielne wgdéem dodawania, tzn.

A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC,
C) mnazenie macierzy nie jest przemienne,
d) Al=AlA=A oile wymiary macierzy uniiwiajg mnazenie,
e) (AB)" =B'A",

f) tr(AB) = tr(BA), tr(A + B) = trA + trB, (A, B — macierze kwadratowe stopnia n).

Obliczanie wyznacznika macierzy

Wyznacznik obliczamy tylko dla macierzy kwadratoWwygest to liczba przyposelkowana
macierzy kwadratowej).

Wyznaczniki macierzy niskiego stopnia ana liczy¢ nastpujaco:

Dla macierzy stopnial: det[a] =a

a b
Dla macierzy stopnia 2: ({et d} =
c

a b
Dla macierzy stopnia 3r(etoda Sarrusg: detd e
g h

= ad + bfg + cdh - gec - hfa - idb.

Dla macierzy dowolnego stopnia (>1) wyznacznikzme rozwij& (twierdzenie Laplace’a)
wzgledem wybranego wiersza lub wybranej kolumny (naggpiybra wiersz lub koluma z
najwicksz liczbg zer).

Dopetnienie algebraiczneelementus; jest rowne(-1)"’ detA, gdzieA; jest macierz
otrzymar z macierzyA przez skréleniei — tego wiersza orgz tej kolumny.



Uwaga
Jeli w dowolnej macierzyA wybierzemy dowolnek wierszy i k kolumn to elementy
znajdupce s¢ na ich przegiciu tworzz macierz kwadratow stopniak. Wyznacznik tej

macierzy nazywamy minorem stopnia k. ZatdetA; jest minorem stopnia— 1.

Twierdzenie Laplace’a
Wyznacznik macierz jest rowny sumie iloczynéw elementéw dowolnegorsza
(kolumny) tej macierzy przez ich dopetnienia algatzne, tj.
detA=a,(-1)'" detA, +a,(-1)"* detA, +...+a,(-1)'" detA,
dlai — tego wiersza
detA=a, (-1)"! detA; +a,;(-1)*"' detA,,, +...+a, ()" detA, dla j — tej kolumny

Twierdzenie Laplace’a pozwala sprowadnbliczanie wyznacznika macierzy stopnia n do
obliczania wyznacznikdw macierzy stopma- 1, np. rozwinjcie wyznacznika czwartego
stopnia wzgidem pierwszego wiersza ma pdsta

a, a, a; a
a; a: a; a: 8y, By 8y
detA= a: a: a:’ a::anasz By Byt
! ; : ! 8y Q43 9y

a41 a42 a43 a44

A Q3 Ay A Gy Ay A Sy Gy
T8y B33 gt Aa; Qg Gy TAyd; 8 g

8, Q3 ayu 8, Q, ay a, a4, ad,
Przyktad
1 2 0 1
. . . 0 0 -1 2 - .
Obliczymy wyznacznik macierz 110 0 rozwijajagc go wzgédem drugiego
0 3 2 0
wiersza.
1201 1 2 1 1 2
det OO IR - Cp¥a)-1 1 o + (P11 9 =9
-11 0 O 0 3 0 3
0 3 0

Dwa pierwsze sktadniki rozwiggtia zostaty pomirite bo g rowne zero.

Uwaga
J&li wyznacznik macierzy jest rowny zero to macieazywamyosobliwg.
J&li wyznacznik macierzy jest #y od zera to macierz jesieosobliwa

Wiasnaosci wyznacznika

a) detA = de\’

b) jesli macierzA jest stopnian, to dla dowolnej stateg mamy detgA) = a"detA
c) detAB = deAdeB



d) dla macierzy nieosobliwgj mamy deA’A > 0,

e) jesli w macierzyA jest wiersz (kolumna) zkony z samych zer to det 0,

f) jesli w macierzyA s3 jednakowe wiersze (kolumny) to det O,

g) jesli wiersz (kolumr) macierzyA pomnaymy przez dowols liczbe rzeczywisi to
wyznacznik powstatej macierzydizie rowny wyznacznikowi macierzy pomnaonemu
przez t liczbe,

h) jesli w macierzyA zamienimy miejscami dwa wiersze (kolumny) to wyzarak powstate]
macierzy lgdzie rowny — de,

i) wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianigslij@lo pewnego wiersza (kolumny) dodamy
inny wiersz (kolumg) pomnaony przez liczb rozna od zera.

J) wyznacznik macierzy trégtnej (pod przeitng same zera) jest rowny iloczynowi
elementow na przaeknej.

Uwaga

a) operacje na wierszach  (kolumnach) o ktorych mowa \wunktach
0), h), i) nazywamyperacjami elementarnymi

b) Wiasna¢ i) pozwala upréci¢ liczenie wyznacznika macierzy sJe wykonamy takie
operacje na elementach wiersza (kolumny) ktore vayz@ewry liczbe elementow.

Przykfad
2 1 -1 3]
: : . 0 2 1 3 . i -
Obliczymy wyznacznik macierz 41 1 1 zerupc niektore elementy w trzeciej
2 0 1 1]
kolumnie.
+ + +
2 1 -1 3 l 2 1 -1 3]
02 1 3 2 3 0 6
de l = det =
4 1 1 -1 6 2 0 2
2 0 1 1 4 1 0 4
- -3
2 3¢ (2P 3
=(-D)"-1)6 2 2 l l =lo -7 -16 =
4 1 0O -5 -8
-7 -1
=(D)"R)|_g E1=48

(strzatki wskazyj, ktory wiersz jest dodawany (po ewentualnym pormendiu przez liczb)
do wskazanego wiersza inny sposob zapisu tonplll,, -2 Iy + ).

Wyznaczanie macierzy odwrotnej

Niech A bedzie macierz kwadratovg stopnian.

Macierza odwrotna do macierzyA jest macierA™* spetniagca warunki:
A'TTA=AA =]

Gdziel jest maciergz jednostkowy stopnian.



Wiasndg¢: tylko dla macierzy nieosobliwych istnieje maciexdwrotna.
Macierz odwrotg mazna wyznaczg nastpujaco:

Sposob | fhetoda dopetnig algebraicznych:

L1 g
A _de—1A[AD]

gdzieAp jest macierg dopetnié algebraicznych elementéw macierky

Uwaga
W szczegoélnym przypadku gdy mamy nieosoblimacierz stopnia 2:

a2 ]

to
.__ 1 [d ~-b
ad-cb|-c a
Przyktad
1 -10
Wyznaczymy macierz odwrafrdo macierzy A0 2 2|.
0 -1 1
Zauwamy, ze defA = 4 wicc A’ istnieje.
r ST
‘2 2‘ o 2‘ ‘o 211
-4 Lo - 4 0 0] [1 025 -05
L 1] |1 1 1 - 1
A == - - == 1 1 1| =={0 025 -05
M e s A MR 0 025 05
-1 0 _1 0 1 - 2 ’
12 2 0 2 0 2]
Sposob 1l (netoda przeksztatcé elementarnych

Wiasnosé
Anxn — Macierz nieosobliwd,x, — macierz jednostkowa. ske[ 1, B] otrzymamy za pomac
operacji elementarnych na wierszach maciefgy][to B = A™.

Przyktad
Wyznaczymy macierz odwrafrdo macierzy
1 2 3
A=|0 1 2|,
2 11

detA = 1 zatemA jest macierz nieosobliva.

10



A I przeksztatcenie
1 2 3 1 0 0
0 1 2 0 1 0
2 1 1 0 0 1| —2wl + willl
1 2 3 1 0 0| —2wll + wl
0 1 2 0 1 0
0O -3 5| -2 O 1| 3wl +wlll
1 O -1 1 -2 0| wll+wl
0 1 2 0 1 0| —2wlll + wll
0 0 1| -2 3 1
1 0 o] -1 1 1
0 1 0 4 -5 =2
0 0 1] -2 3 1
| At
-1 1 1
Zatem At=| 4 -5 -2
-2 3 1
Wiasnos¢

- macierz odwrotry do macierzy jednostkowej jest ta sama macierzltza.l,

~  (diag(@y, ag,-ay)) ™ = diadl(a,) ™ (@) e (Em) )
- (AHt=A,

_ (A—l)T — (AT) -l’

- AB)'=®'A"

- det @) = (ded)™

Rzad macierzy

NiechA bedzie dowola maciera.

Rzedem macierzy A jest stopié@ najwickszej podmacierzy kwadratowe] nieosobliwej
otrzymanej zA przez wykrélenie pewnej liczby wierszy i (lub) kolumn czyli keymalny
stopier nieosobliwego minora tej macierzy.

Rzad macierzy bdziemy oznaczarzA lub rA.

Uwaga

a) Rzad macierzy jest rowny zero tylko dla macierzy zezpw

b) Rzad macierzy jednostkowej stopnigest réwnyn,

c) Rzad macierzyA' jest réwny redowi macierzyA,

d) Rzad macierzy nie mee przekraczazadnego z wymiardw macierzy,

e) Je&li macierz kwadratowa jest nieosobliwa to jejdZest rowny stopniowi tej macierzy,

f) Jeli dowolny wiersz macierzy pomuagmy przez starozng od zera i dodamy do innego
wiersza to rgd macierzy nie ulegnie zmianie.slezamienimy dwa wiersze railzy soly
miejscami to razd macierzy nie ulegnie zmianie. Podobne operacjnmavykonywag na
kolumnach macierzy.

g) Je&li wykreslimy wiersz (kolumm) ztozony z samych zer to 4d nie ulegnie zmianie.

11



Przyktad

013 20
jest rowny 2 bo wykrdajac kolumny 1, 4 i 5
120 -1 o} ‘ Y 2 bo wykidajg y

Rzad macierzyA = [
otrzymamy podmacierz kwad}'atqwtopnia 2 nieosobligv

Przykfad
~1 0 2 0 1
Wyznaczymy rzd macierzy A = 0\‘1\ 1 0 -1
1 1°=10 -2

Wykonujgc elementarne dziatania na wierszach (patrz wkgsf)@owyzszej uwagi) dzymy
do uzyskania pod przetng elementéw zerowych.

-1 0 2 0 1 -1 02 0 1
rzA=rzf 0 1 1 0 -1{=rzf0 1.1 0 -1|=2
0 110 -1 0 00O O

Najpierw dodakmy | wiersz do IlIl wiersza, naginie Il wiersz pomnaylismy przez (-1) i
dodalémy do Il wiersza.

MACIERZE - Zadania

Zadanie 1
a) Niech
3 0
21 0 -1 2 -2 4 -1 0 3
A= B= C=
0 2 -2 1 0 -1 1 2 20
1 O
Wyznacz macierz A+ 2B - C.
3 6
b) Wyznacz macierz X wiede, ze ° (3X)T:{ . O}
4 -1
6 -4 1 -2
odp. a ,b) X =
(odp )O 6 ) L O})
-2 1
Zadanie 2

Przyjmupc macierz produkcji dobowej (patrz przyktad)

125 0 25

250 225 O
0O 75 25

200 25 100

12



i wiedzac ze wektor cen jednostkowych (tys. zt) dla produk#®wB, C, D ma posta
2

p=1
3

wykonujac mnazenie W = M[p wyznacz wektor warei produkcji.
Ktéry oddziat ma najmniejgawartasé¢ produkcji?

2100
(odp.W =|1275|, najmniejsz wartas¢ produkcji ma oddziat trzeci)
375
Zadanie 3
1 2
. 1 0 -1]. : ,
a) Dla macierzy A = 5 3 -2 iB=|1 0| wyznacziloczyny A i BIA,
31

1 0 0 1]
b) Niech A{ } B{ At wyznacz AB , BA, (AB)" iB'A’

-2 -1 -3 1
170
c) Wyznacz macierz X ji [O -1 1][ﬂ1 2 —2]T -3X=|-2| |1
0|3
5 6 -5]
-2 1
(odp.a)ﬁEEB:{_1 Z]Bm: 1 0 -1§;
5 3 -5]
0 1 -2 - 0 3 0 3]
b) AB = ,BA = (AB)" = ,B'AT = :
3 -3 -5 -1 1 -3 1 -3]
-2
c) X=|—
) [3_)

Zauwa, ze mnaenie macierzy nie jest przemienne.
Zauwa, ze spetniona jest wiastb(AB)" = B'A’

Zadanie 4
Uzasadni, ze dla macierzy kwadratowych zachodzi wiagno
tr(AB) = tr(BA)

Zadanie 5
2 3 -2
ObliczABiBAje&sliA=] 4 5 2|,
-6 7 8

13



1 0 1 00 0 0O
a) B= a 0}, b) B=|0 1 b|, C) B=|0 0 1|,
0 01 0 01 0 0O
2 3a - 2 3 -2]
(odp. a)AB{4 5a : BA=|4a 5a 2a|,
-6 7a 8 -6 7 8|
3b-2 2 3 -2 ]
b)AB=| 4 5 5b+2|, BA=|4-6b 5+7b 2+8b|,
-6 7 7b+8 -6 7 8 |
0 0 3 0 0 0]
c)AB=|0 0 5|, BA=|-6 7 8|)
0 0 7 0 0 0
Zadanie 6
Oblicz,
01 of a 1 0| 21 07
a) 0 0 1|, b 0 a 1|, o 02 O
00O 0 0 a 0 0 -3
" gt N(N=1) e
(odp.a)0,b) g n a1 ,
0 0 a"
2" n2"™ 0
|0 2" 0o )
0 0 (-3
Zadanie 7
. ) 4 -3
Oblicz f(A) =x"—-2x+5]j&dli A = {2 1]
7 -9
(oouo{6 _2})
Zadanie 8
Oblicz wyznaczniki macierzy:
5 1 2 3 1 -2 01 2 -2 0 1
A= ,B=|1 2 3|, C=/0 0 0 2, D=|0 -1 0 2|,
{13} 00 1 -1 0 30 0 0 30
0 -120 0 0 01

(odp. detA =7, detB = 0, detC = -2, detD = -6)

14



Zadanie 9
Oblicz wyznaczniki macierzy:

_ _ -1 50 0 0O
2 3000
0O 03 -200
4 00 O
0O 02 -500
A=|1 7 11 1|, B= ,
-36 0 0 0O
-1 3 2 3 4
0O 00 O 45
9 8 4 9 16
- - O 00O O 3 4
(odp. detA = -4, detB = -99)
Zadanie 10

Sprawd, ze det(4(BA)_l BTA") =4", dla dowolnych nieosobliwych macierzy stopnia

Zadanie 11
Rozwigz réwnanie:
3 X -
2 -1 3|=0
x+12 0 4
(odp. -10, 2)
Zadanie 12
Wyznacz (jeeli istnieje) macierz odwrogndo macierzy:
1 2 3 1 1 -1
a) |1 4 0}; by | 2 -2 2|;
0 21 -3 3 3
{1 -1 11 1 1 1 000
olo o 2;d)1 1 _1_1;e)0001.
11 0 1 -1 1 -1 0110
1 -1 -1 1 1011
_1 1 O_
05 05 -15 2 4 05 025 -05
(odp. @) -0125 0125 0375, b) % 0 %,c) 05 025 05 |,
025 -025 025 1 1 0O 05 O
" 4
025 025 025 025 1 0 0 O
d) 025 025 -025 —025' &) 1 1 1 —1)
025 -025 025 -025 -1 -1 0 1
025 -0251 -025 025 0O 1 0 O
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Zadanie 13
Wyznacz (stosgr jedry i drugg metod) macierz odwrotindo macierzy:

1 s 2 00 100
A= , B=|1 3 2|, I1={0 1 0.
2
011 001
2 05 0 O
(odpAIZ{ ) J,Bl— -05 1 -2[,It =)
05 -1 3
Zadanie 14
Wyznacz macierz X ji
2 0 0] ! 2 00
a)|1 3 2|X=|0 by Xxm1 3 2|&=[-2 0 1
0 1 1] -1 011
2 0 0] [0 1] 2 0 0]
11 -1
c)|1 3 2|IX=|-10 d)x1325{021}
0 1 1] 0 2 011
2 1 -3 21 [-2 4 0 1] 5 2] [0 0O
e) [X = f) X =
13 2 5 -3/ |3 -1 1 0 0 6|/ |0 1
-1\ T
1 2 1 2 1 0] [1 2
9) [X = -
3 4 3 4 0 1| |3 4
05 0 05
(odp.a)X =| 15 |, b) X(=[-05 -1 3|, ¢) X =[-1 -45
-25 1 65
1
-05 2 -5 24 13 2 0 -2
d) X[= &)X = ) x=(0 5l x= )
-05 1 -1 -34 -18 0 0 -3 -3
Zadanie 15
Znalez¢ rzad macierzy:
_ 2 2
12 3 4 2 340 3 3 0 020 0 2 01
a2 1 2 7(;b)|0 0 1 1|; ¢ o) , €)3 2,
4 5 -1 030 -11 1
1111 1100
- 1 2 00
i 11 1 1
00201 2.1 3] . 11 -1 -1
f);c; 118 21,9) 01 oMb, o
- 1 -1 -1 1

(odp.a)3,b)3,c)2,d)2,e)2,1)3,g)21h) 0, ) 4)
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Zadanie 16

: c 1 :
Wyznacz rad macierzyA= L } w zaleznosci od parametru c.
c

(odp.rA =1, gdyc=1 lubc=-1, rA = 2, dla pozostatycb)

Zadanie 17
lle powinien wynosi wyznacznik macierz spetniajcej rownanieA> - A" =0.
(odp. 0 lub 1)
Zadanie 18
Oblicz
11 1 1 1]
0 001
00 11 11120
a) de ,b)detl 1 3 0 O
0111
14000
1111
5 0 0 0 O]

(odp. @)1, b) 5!)

UKLADY ROWNA N LINIOWYCH
Uktad rownan liniowych — posta macierzowa
Uktad réwna liniowych ma postaogolm:
X +apX, +.taX, =b
a, X, +a,,X, +...+a, X, =h,

(*) 2n*n

amlxl +am2x2 +"'+amnxn = bm

a; — wspotczynniki; X, — niewiadome;b; — wyrazy wolne
n — liczba niewiadomych;m - liczba rowna

Jesli A= [qj ]mxn — macierz wspotczynnikow
X by
X=|: — wektor niewiadomych; B=|: — wektor wyrazéw wolnych
X, bm
to powyzszy uklad rowna mazna zapis&@w postaci macierzowej
AX =B

J&li B = 0 to uklad nazywamjednorodnym.
Macierzg rozszerzory uktadu (*) nazywamy macierz
M = [AlB]

(do macierzy wspétczynnikdéw dopisujemy kolugnmyrazéw wolnych)
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Uklad n liczb &, X, ..., X, spetniajcych kade roéwnanie uktadu (*) nazywamy
rozwigzaniemtego uktadu.

Uktad rowna liniowych maze by¢:

— oznaczony(ma doktadnie jedno rozgaanie),

— nieoznaczony(ma nieskaczenie wiele rozwzan),
— sprzeczny(nie mazadnego rozvwgzania).

Uwaga
Uktad jednorodny nie mi@ by sprzeczny, (ma przynajmniej rozzanie zerowe).

Wiasnagci uktadu réwna liniowych charakteryzuje na podstawie edm macierzy
wspotczynnikdw A i redu macierzy rozszerzonej Wierdzenie Kroneckera - Capellego
Twierdzenie

J&li rzA £rzM  to uktad (*) jestsprzeczny(nie mazadnego rozwizania).

J&li rzA =rzM = n to ukiad (*) jesbznaczony(ma doktadnie jedno rozwdanie).

J&li rzA =rzM <n to ukiad (*) jeshieoznaczony(ma nieskaczenie wiele rozwizan).

W ostatnim przypadku niewiadome dzielimy mdewiadome bazowe i parametry.
Rozwigzanie zaley od n -rzA parametréw, natomiast liczba niewiadomych bazdwest

rownarzA.

Metody rozwigzywania uktadoéw rownai liniowych

1. Metoda macierzowa
X =A'B

(mozna stosowagdym=n i de®A # 0, wtedy ukfad jest oznaczony).

Przyktad
X+y+z=0
X+z=-1
y+z=0
Rozwizanie.
111 -1 -1 1] [1 0 -1
A=|1 0 1 detA=-1 A'=-0 1 -1/ =1 -1 0
011 1 0 -1 -1 1 1
0 1 0 -1f 0 0]<x
B=|-1 X=[1 -1 0|-1|=|1 |y
0 -1 1 10 -1z

Zatem rozwgzaniem tego uktadu réwnam liczbyx = 0,y = 1,z = -1, fakt ten mgemy
sprawdzé podstawiaic te liczby do rownauktadu i poréwné strony.
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2. Metoda wyznacznikowa
Twierdzenie Cramera
J&li m=n i deA# 0, wtedy uktad jest oznaczony (uktad Crameraz.ora

gdzie W=deA, W =det\y j=1,2,..n

Ay —macierz otrzymana/ przez zagpieniej-tej kolumny przez kolumpwyrazow
wolnych.

Uwaga
J&li W= 0 ico najmniej jeden wyznaczni¥ # O to uktad jest sprzeczny.
Jali W=W, =W, = .... =W, = 0 to ukiad jest sprzeczny lub nieoznaczony.
Przykfad
X+y+z=0
X+z=-1
y+z=0
Rozwigzanie.
111
A=l1 0 1 deA=-1 =W W =0W,=-1W3=1
011

zatemx=0,y=1,z=-1.

3. Metoda eliminacji Gaussa

Przeksztalcenia elementarneiktadu réwné liniowych.

a) mnazenie rownania przez licglrdzng od zera,

b) zmiana kolejnéci rownar w uktadzie,

c) dodanie do dowolnego réwnania innego rownania tagladu pomneonego przez
dowolm liczbg.

Wykonywanie przeksztatéeelementarnych na danym uktadzie réwmae zmienia zbioru
jego rozwyzan (otrzymujemyukiad rownowazny danemu).

W przypadku zapisu macierzowego paage operacje wykonujemy na wierszach macierzy
rozszerzonej.

Stosugc operacje elementarne na wierszach macierzy noasmg przeksztatcamy macierz
rozszerzoy do postaci:
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- _ o o~ A
a1 a2 r | Ar+1 an | %
0 a22 aZr i a2r+1 a2n i b2
0 0 arr : arr +1 arn : br
Y G B | S () B
0 0 0 0, O 0 [ P

oo l !
I I
0 0 0 01 0 0 0 iby
0O 0O O 0. O 0O 0, O
| |
0 0 0 0O, O 0 0O 0 |

gdziea;, ay,, ..., &, 20; r =rzA

— J&lidla pewnega =1, 2, ...k BM # 0to ukfad sprzeczny,

- Jglidla i=1,2, ..,k Bm =0 i r < n to uktad nieoznaczony, zmienkes, X+2, ..., X

przyjmujemy, ze % parametrami (mog przyjmowa& dowolne wartéci) i przy
wyznaczaniu niewiadomych bazowych przenosimy jenaag strorg traktugc jak wyrazy
wolne, niewiadomex;, X, ..., X przyjmujemy,ze $ bazowe i obliczamy ich wartéc
rozpoczynajc od najniszego réwnania tego od zera (obliczone wastd podstawiamy
do kolejnych rowna).

- Jglidla i=1,2,.. kb, =0ir =nto ukltad oznaczony, wszystkie niewiadome s
bazowei obliczamy ich warté¢ rozpoczynajc od najntszego rownania ehego od zera.

Przyktad
X +tX+X, =% =0
2% + %, =1
=X EX, =X+ X, X =-1
Rozwizanie.

1101 -110

M=2 0 1 0 0!1

11 -11 -1/-1

Po zastosowaniu przeksztaladementarnych otrzymamy:
11 0 1 -1!

M=0 -2 1 -2 211

00 00 010

X1, Xo— przyjmujemyze @ bazowe
X3, X4, X5 — Przyjmujemyze g parametrami

z rownania Il —2X, + X —2X, + 2% = 1

obliczamy X, ==05+05x%; — X, + X,

z rownania | X +X, +X, =% = 0po podstawienivi,
obliczamy X, = 05-05x,
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Uwaga
W przypadku ukfadu nieoznaczonego zm@ rozpatrywé rozne uktady niewiadomych

bazowych (wszystkich takich ukladéw jest napely U\j) Rozwgzanie ukfadu

nieoznaczonego jesbzwigzaniem bazowymjesli pod parametry podstawiamy wagéazero.
Rozwigzania bazoweasprzydatne w zagadnieniach optymalizaciji.

Rozwigzania bazowe uktadu nieoznaczonego

Z metody Gaussa wynika istnienie rogzerania bazowego (pod parametry podstawiamy zera).

Rozwigzan bazowych moe by wiele. Aby otrzyma inne rozwjzanie bazowe natg

przyja¢, ze w nowym rozwjzaniu bazowym jeden z dotychczasowych parametrédzie

zmienry bazow a jedna z dotychczasowych zmiennych bazowyetizie parametrem.

Nastpnie pod nowe parametry podstawiamy wart® i rozwigzujemy otrzymany ukiad

rowna liniowych.

Mozliwe s3 dwie sytuacje:

— otrzymany ukiad jest oznaczony i otrzymujemy noamnigzanie bazowe,

— otrzymany uktad jest nieoznaczony lub sprzecznyedwt naley szuk& innego
rozwigzania bazowego.

n
Wszystkich rozwgzan bazowych nie mie by wiecej niz (rj

Przykfad
Rozpatrzmy ukfad réwna

X, =X + X — 2% =4
{ X, + X=X, =2
Macierz rozszerzona tego uktadu jest rowna
1 -10 0 1 -2|4
[O 1 1 -10 0 ‘2}

jest to uktad nieoznaczomy=rzA =rzM =2, n=6.
Niechxy, X — zmienne bazowexs, X4, Xs, X¢ — parametry, rozwrujac ukfad:

X =X, =4 .
=2 otrzymamy rozwjzanie bazowe (6, 2, 0, 0, 0, 0).
, =
Rozpatrzmy nowy uktad niewiadomygh xs — zmienne bazowe,
X2, X3, X4, X6 — parametry, wtedy odpowiedni uktad:

=4
{)(()1_ ) jest sprzeczny, zatem uktad ten nie daje rgzania bazowego.

Rozpatrzmy nowy uktad niewiadomygh xs — zmienne bazowe,
X2, X4, X5, Xg — parametry, wtedy odpowiedni uktad:

=4
{;(1 =y daje rozwgzanie bazowe (4, 0, 2, 0, 0, 0).
L =

Przykfad
Wyznaczy wszystkie rozwjzania bazowe dla uktadu rowhna

X +3X, =2X; =X, =6
X —X,+X,=0
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Uwaga Wszystkie 6 maiwosci najtatwiej rozpatrz§ wypetniapc tabelk:
Zmienne bazowe

1) (2) ) (4) (5) (6)

Zmienn| Xj Xz X1 X3 X1 X4 X2 X3 X2 X4 X3 X4
e
X1 0 0 0
X2 0 0 0
X3 0 0 0
X4 0 0 0
W tym celu rozwagzujemy uktady réwni
+3x, =6 =15 —-2X, =6 X; =-3
(1) Xl 2_ Xl _l' (2) X1 _3 3 ~
X —% =0 X, =15 X =0 X =0
-X, =6 =3 3X, —2X, =6 X, = =3
(3) Xl 4 ~ Xl_ (4) 2 _3 3 ~
X +%X,=0 X, =—3 ,=0 X, =0
5) {BX2 -X, =6 {Xz =3 ©) {— 2%, =X, =6 {XS =-3
-X,+X%X,=0 X, =3 X, =0 X, =0
wyniki wpisujemy do tabelki
Zmienne bazowe
1) (2) 3) (4) (5) (6)
Zmienne X1 X2 X1 X3 X1 X4 X2 X3 X2 Xa X3 X4
X1 15 0 3 0 0 0
X2 15 0 0 0 3 0
X3 0 -3 0 -3 0 -3
X4 0 0 -3 0 3 0
Zatem rozwgzania bazoweasnastpujace:
(1,5, 1,5; 0; 0); (0; 0; =3; 0); (3; 0; 0; -3); @:0, 3).
UKEADY ROWNA N - Zadania
Zadanie 1
Rozwigz uktad rowna metody macierzy odwrotnej:
2X +X, —X, =3 +X,-%X =0
2% -, =5 X, +% =5 XXX XXX
N demr’ Deopog @] w¥26="1 d) {2% -, +3%,=9
’ X =% =2 X =X, =2

XXX FX =2 (XX m XX, =4

o) 2% =X, =2 f 2% — X, + 3%, — 2%, =1
- X +2X,=2 X —X +2x,=6
% +X =1 X =X +X—X%X =0

(odp. @) (3,1), b) (2,3), ¢) (1, 0,-1),d) (132,e) (1,0, 0, 1), f) (1, 2, 3, 4))

Zadanie 2
Rozwigz uktady rowna z zadania 1 metgdCramera.
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Zadanie 3
Rozwigz uktady rowna metody Cramera:

X —X%*+x =1 X t+tX% =% =1
2% =%, =2 b 2% — %, =2
X +X% =3 3x +X,=3
ax, —-x, =4 Ax, — %, =4
(odp. @) (1,0,0,0), b) (2,0, 0,0))
Zadanie 4

Sprawd, czy nasipujace uktady réwna s sprzeczne:
-3 +X X +X =1
a){xl—XZZZ b {)(1+2X2_X3:1 c X =3+ xtx =1
2% —4x, =8 2% —4X, —3%;, =2 X X —3%+X, =1
X X+ % —3%, =1
Zadanie 5
Rozwigz uktad rowna metod, eliminacji Gaussa:
XX =X tX =4

2X + X, =X =5 +3X%, —3%, =5
%% 2% — X, + 3%, —2%, =1 4T T
a) 1% —2X, +2%;, =5 b % =6 C) 17X +X,+X; =8
7% + X, — %, =10 NTRTET X, + 2%, =%, =1
3% =X +X%X =X, =0
2x1—3x2+);3=3 2% + 7%, +3%,+ %, =6
-X, =
d) ;(1 +3 o €) 43 +5x, +2%, +2x, =4
X T X = _
13x2—3§<3:8 OX, +4X, + X, +7X, =2
(odp. a) ukfad nieoznaczony, np.xparametr, x= X3 + 3, % = 1,
b) uktad oznaczony,p= 1, % =2, % = 3, % = 4,
C) uktad nieoznaczony, nps,Xs — parametry,
d) uktad sprzeczny,
e) uktad nieoznaczony, npz, x4 — parametry )
Zadanie 6

Przeanalizuj rozwizalnc¢ nasepujacych uktadow rownaz parametrem:
-X, +2%,+3%x, =0
ot + X, + %, =0 X=Xt 4

2% —5%, =1 2% + X, =% —3%x,=0

? ke +5x, = -2k =5 D) Xkl %, =0 ) % = 2%, +3%, +4x, =0
2 = X, + X, +kx, =0 X T eX 13X 4 =
kx, + X, +2%,—%, =0

(odp. a) uktad nieoznaczony dda —2, dla pozostatyck uktad oznaczony,

b) uktad nieoznaczony dke= -2 i k = 1, dla pozostatydhuktad oznaczony
c) uktad nieoznaczony dlka= 15, dla pozostatyck uktad oznaczony)

Zadanie 7
Czy dany ukfad réwnama rozwjzania niezerowe:
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X —X +2%+3%,=0
—x, =0 TR % =0 XXX =0 |2% +% —x,—3x,=0

a) X =X b) 1% — %, +% =0 Q) XX +X d XNHX%—X% 4
2% —2%,=0 X—%+X%=0 X —2X%, +3%, +4x,=0

+X,-%X =0
X+ % =% Y +2% — %, =0

(odp. a) tak, b) nie, c) tak, d) nie)

Zadanie 8
Rozwigz uktady rowna jednorodnych:

X =X +2X% +3%,=0
2%+ %~ % 3%, =0
X —2X, +3%,+4x,=0
X +2% —X%X,=0

X, = 2%+ X, + X~ % =0
a) 124t X%~ Xt X% ~%=0 b)
3% =X, = 2%+ X, =% =0

(odp. a) uktad nieoznaczony, np,% — parametr,
b) uktad oznaczony, = X = X3 = X4 = 0)

Zadanie 9
Napisz uktad rowna ktérego jedynym rozwzaniem ) liczby
(1,-1,0,0,2).

Zadanie 10
Napisz uktad rownanieoznaczonych, ktérego jednym z rogzaen s liczby (1, -1, 0, 0, 2).

Zadanie 12
Wyznaczy wszystkie rozwjzania bazowe dla uktadu rowhna

8x, +16x, +x, =1280
2X +X, —X; =6
(b) 2%, +3X, — X, =12
9X, =X =5

10x, +5x, + X, =700
(a) { Xl 2 3

(odp. a) (40, 60, 0, 0), (160, 0, 900, 0),
(70, 0, 0, 720), (0, 80, 300, 0),
(0, 140, 0, —960), (0, 0, 700, 1280),
b) (4,5; 1, 4, 0, 0), (2,5; 1; 0; —4; 0),
(1,5; 3; 0; 0; 10), (6; O; 6; 0; -5),
(3; 0; 0; -6; -5), (0, 1; -5; —9; 0),
(0; 4; -2; 0; 15), (0; 6; 0; 6; 25),
(0; 0; —6; —12; -5))
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Zadania powtdrzeniowe.

N P W

-2 -2 0

-1
0

Zadanie 1.
1 31 2 1 0
d) Niech A=|2 0 4|, B=|1 -1 2|, wyznacz AB , BA,
1 2 3 3 2 1
8 0 7 4 6 6
Odp.a)AB=[16 10 4|,BA=|1 7 3.
13 5 7 8 11 14
Zadanie 2.
Oblicz wyznaczniki macierzy:
5 _ -1 -2 -3 -1 -2 0 1
A:{ :|,B:]_ 2 3(,C={0 0 02 D=0 -1 0
12 0 0 6 1 0 30 0 o
0 -1 20 0 0
Odp. detA =5, detB =0, detC = 2, detD =-2,.
Zadanie 3.
Wyznacz macierz odwrogrdo macierzy:
3 2 2
1 2
A:{ } B=|1 3 1|,
2 3
5 3 4
18 -04 -08
1 -3 2 1
Odp. A" = 10 =/ 02 04 -02],
-24 02 14
Zadanie 4.
Wyznacz rad macierzy:
-3 1 00
1 000 0 2
A= : B=|-6 2|, C=|2 0
-1 030 -13 3 -1 3 4
0 0
Odp.rA=2,rB=1,rC=3.
Zadanie 5.
Rozwigz uktad rowna:
X —X +2X, =6

- X +3X, +4x; =7
a) 12x, —3x, +2x, =13 b)
X +X, +X,=4

X tX, =X+ X%, =4
33X =X, + X —X, =0
2% =X, +3%X;, 2%, =1
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3x, +X, =8
c 3X, —2X, + X, =4 d) 13x, -3x, =8
X =Xy = Xg = =2 2% —3X, + X, =3

— 2%, +2X; =6

X +X, =X +X, =2
e) —2x +X, +3%; —2x, =-2
X, =X, +2X,+3%X, =4
a) ukt. oznaczony, = 2, % = -1, % = 3,
b) ukt. oznaczony,x=1,%=2,% =3, % =4,
c) ukt. nieoznaczony, npgx parametr,
d) ukt. sprzeczny,

e) uki. nieoznaczony, npg x parametr .

Zadanie 6.
Wyznacz macierz X phi
200 2 2 00
a)ll 3 2|X=|0 by XQ1 3 2|=[6 0 -3
01 1 -2 011
1
Odp.a)X =| 3 |,b) X[x[15 3 -9,
-5
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