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CIAGI LICZBOWE
N ={1,23,..} — zbiér liczbnaturalnych.
R — zbidr liczbrzeczywistych (zbior reprezentowany przez punkty osi liczbowej).

Nieskanczony cig liczbowyto przyporadkowanie liczbom naturalnym liczb rzeczywistych.
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a a, a a,
Liczby a,, n=1, 2, 3, ... nazywamyyrazami ciagu. Stosujemy zapi@al,az,ae,...), lub
oznaczenida, ).

Rozpatrzmy trzy charakterystyczne przyktadygéw. Pewne wiasrici ciggdw mazna
odczytd& z ich wykresow.
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Przyktad
a, =n’, zatem pocgkowe wyrazy wynosg (L 4, 9, 16, 25 36,...)

wykres ciggu n 2
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190,0 L
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150,0 - .
o L1300 ®
110,0 -
e
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70,0 ®
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10,0 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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n

Oprocz podania analitycznego wzoru ha n — ty wgiggu mana je te definiowa
rekurencyjnie.

Rekurencyjna definicja ciagu - przyktady
1) & - dane,

A+1=cht+Tr (r - stata),
w ten sposéb definiujemgiag arytmetyczny

2) & - dane,
3n+1= e ( (q - stata),
w ten sposéb definiujemgiag geometryczny

ya=1,a=1, a1=a& + a1 ,Ciag Fibonacciego

Ciagi monotoniczne
Ciag (&) jest:

- rosnacy gdy nD[N A, = a,
- malejacy gdy nD[N g <a,

- niemalejacy gdy nD[N A 2 a,

- nierosnacy gdy nD[N A = a,

Ciag jestmonotonicznyjesli zachodzi dowolny z powaszych warunkow.
W przypadku dwoch pierwszych warunkowgjest scisle monotoniczny.
W przypadku dwéch ostatnich warunkowg@jest stabo monotoniczny

Przyktad
Ciag a, =n*, jest monotoniczny.

Ciag a, =(-1)" nie jest monotoniczny.
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Ciagi ograniczone

Ciag (&) jest ograniczony gdy M|:>|O HDDN ‘an‘ <M

Oznacza toze dla pewnego M wszystkie wyrazygu spetniaj warunek —M <a, <M,

tzn. wykres cggu mana zawrzé w ograniczonym pasku wyznaczonym przez dwie proste
poziome.

Przykfad
Ciag a, =n”, nie jest ograniczony.
Ciag a, :(—1)n jest ograniczony.

Granica ciggu.
g - liczba rzeczywista

lim a, = 0 oznaczaze

n - oo

000, -g/se

>0 0 n>0
tzn. dla dowolnege > 0 wszystkie wyrazy ggu o wyrazach wkszych ni ustaloned

spetniaj warunek
g-—€¢<a,=gt+¢
stosujemy te zapis uproszczony:

ima, =g lub a, - g

Przykfad
. n . . . . n

Ciag a, =——, jest zbieny, ma granic 1, lim——=1.
ag a, N+l J y granie —ry

Ciag a, =(-1)" nie ma granicy.

Granica niewtasciwa ciagu.
lima, = onaczaze

n— oo

L[ > A
A 0 n>0 an
zapis uproszczony:

lima, =oo lub a, —

Przykfad
Ciag a, =n”, ma grani¢ niewtaciwg limn® = oo,
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L'[Tl a, = =% oznaczaze
zapis uproszczony:

lima, =—oo b a . —oo
Wiasnosé. ima, =—0 o |Im(— ): o)

n - oo n—- oo

Klasyfikacja ciagow:

Ciagi liczbowe
roz mane

-_—

Nie ace granicy Rozbiezne do
ani wtasciwej ani niewtasciwej nieskaiczonaci
(granica niewtasciwa)

Wiasnaosci
1) jesli ciag jest zbieny to ma doktadnie jedngranic,
2) ciag zbiezny jest ograniczony (odwrotna wiasaanie zachodzi np..a (-1)'),

3) ciagg monotoniczny i ograniczony jest zhmngy,

Rachunek granic skaiczonych.

Je&li ciagi (&), (b)) s3 zbiezne to:

limca, =clima,

a) N oo N oo
0 Lim(anibn):LiToaniLiTobn
5 Li[rolo(an B )= lim a, (im b,
d) 'niﬂ%n:!f:}r?%: (b z0,mb,#0)
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Symbole nieoznaczone.

Przyktady

1

lim-— ({060} = lim - =
Iim%ﬁhz{O@o} =limn=oo
|imi2m2{0@o} =lim1=1

n—»oon n-oo

Widzimy zatemze ten sam symbol nieoznaczonyiamznaczardzne granice, co uzasadnia
jego nazw.

Podstawowe wzory

imc=c

n- oo

lim n® = o

N - oo k - liczba dodatnia,

l Cc _
nIToF =0 k - liczba dodatnia,

limYc =1

n- oo

lim%/n =1

n - oo

Wiasnasci
. . C
limla,|=+0 = lim—=0
n - oo n_,ooaTI
lima, =0 ; (b,)ograniczoy = Ilima, b =0
n—>oo n—»oo

lima, =+ ; (b )ograniczog = lima, +b, =00

n— oo n—- oo
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+o0 gdya, >0

- gdya, <0

ima, =0 = Iimi:{
n- o n—>00a_n

+o gdylimb,>0

ima =+0 = lima, b = o
A &, nta T oy gdylimb, <0

Liczba e (liczba Eulera)

lim (1+ i} =e= 2,718281 = 2,72

n- o

Uwaga:

1 _ 41
im1-=| =e*==
-0 n e

an
lim l+i =e. . lima =z
o oo a. gdzie N oo -
Twierdzenie o trzech cagach
< <

Jesli nDEN an - b” - Cn

Om”m%ﬂm%:gwhmq:g

n—- oo n— oo

a, < b < c

n n
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Przyktady
n° . n 2
6n*+2on (@] Ond e Ot
a) lim—— —}:Ilm : =lim =—=3
n- 2n°+1 e on® 1 e, 1
2 5+ ¢ 5
n° n n
(licznik i mianownik podzielikmy przez najwysz potge mianownika tzn. przez’n
6”—6+2L 6+ 2
_6n°+2nfew) . n®> n° __ n* o
b) lim—— —t=lim : =lim =— =0
nee 20°+1 n-e 1 e 1 2
2—+- 2+
n° n° n
6:+2L §+£
6n*+2n (o] _ n° n°>_. nn*_0_
C) I — =i = =lim 1 =-=0
n-e 2n o] nee nt 1 e, 2
2 5t 5
n° n n
4 i —4 —__420

@ m@n—yn+dfe -} =lim— T = lim =

n-oo

a’-b? . ]
wynikajagcego z wzoru skroconego

Skorzystakmy z przeksztatcenia—-b =

mnazeniaa’® —b? = (a—b)(a+b).

) 2n—-n—-4 . n-4 00
=lim =lim — =
o0

lim (v/2n—+/n+ 4){e0 — 0} =
( ! } n-eN2n+yn+4 "eyn+yn+4

n-oo

e) n 4 i
=lim—————— n n = I|m n
: e

ﬁ nea e [
n
(w drugim wierszu licznik i mlanownlk podziekiny przez najwysz potege mianownika

tzn. przezvn)
2n+l n 2n+l
. 1 . 1 n 2 2n+1
f) limf 1+= =lim [ 1+= =e’, bo lim==->
Nn— oo n n-oo n n- o
1\"? 1) ”3;{12 ER n—2
0) Iim(l——j =lim (1——) zed3=—"—, bo Iim—=%
n-el " 3n n-e " 3n 3e n-e 30
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-2

. (n-1 , . n
h) Ilm(—j =lim —1 =lim .
el s (1+1j
n n

i) lim%/2" +3"

n-oo

e—l
-——=e
e

Korzystamy z twierdzenia o trzechygach
3=R/3" < /2" +3" <¥/3" +3" ={/28" =3®/2 _ 3
Zatem Ilimy2"+3"=3

n-oo

(*) Stopa wzrostu cagu.
(a) - ciagg 0 wyrazach dodatnich.
Stopa wzrostu wyrazy, én > 1) to

n -
kn dan=1 przyjmujemy qk=0

Powyzszy wzor mana stosowanp. do obliczania stép zwrotu akcji, wtedygi(a,) to ciag

notowai rozpatrywanych akcji. Stopy zwrotu wyeany czsto w procentach.

Ciag staty ma zerowe stopy wzrostu.
Ciag arytmetyczny ma stopy wzrostazgce do zera.

Ciagg geometryczny ma state stopy wzrostu.

Procent prosty.
Ko - kapitat pocatkowy,
p - roczna stopa procentowa,

K, - wartas¢ kapitatu po n latach,

Odsetki po kadym roku g state i wynosz Ko, ﬁ zatem
n
K =K, (1 + P
100
Ciag kapitatow kg, K1, Ko, ..., Ky, ....  jest cigiem arytmetycznym.
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Procent skladany.

Odsetki po kolejnych latach wynesX 1(§)C , Ky 1& , K, % itd.

Zatem

100 100
2
K,=K,+ Kllz K, 1+ P |-k [1+ P
100 100 100
itd.
Ogdlnie

K = KO(1+-—E—j
100

Ciag kapitatéw kg, K1, Ko, ..., Ky, ....  jest cigiem geometrycznym.

Jesli
k =liczba kapitalizacji odsetek w gigu roku

to po n latach wartg kapitatu wynosi

nk
K, :|<0(1+-—il—
k100

Oprocentowanie cagte: (k — )

kn np_
im K. =lim K |1+ —P | =K, e
ks k= k100

Sumy czsciowe chgu (&)):
S.L = a.l

n
Stosujemy zapis: S =2
i=1

Ciag () nazywamyciggiem sum czsciowych.
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Suma cigu arytmetycznego:

_ata
S, ==2_"n
2
Przykfad
1+2+3+...+100 =1+100100: 5050
Przyktad
2+4+6+..+100 =2 1990 = 2550
Suma cgu geometrycznego:
n
S, =g~
1— q gdy g# 1
Sn - afl.n gdy q=1
Przyktad
_nb6
1+2+4+8+16+32:l_2 =63
Przyktad
1+ 10+ 100 + 1000 + 10000 %__—105 =11111
CIAGI - zadania
1. Oblicz:
. 6n-1 _(n+2)
a) lim -2 b) lim————"—
)nﬂ°°5—3n 2] ) n-w—2n? -1
3 _(~h_1)3 2 _
&) lim "+ . (n-1) [0] d) lim | 2o ~1
n-e n°+1 n-=\ 2n+4n
6 1-2n!
e) lim—" [1/64] f) lim (N ¥Di=2n!
n—'°0(2n+3) n*“’(n +1)!+3n!

10

[_0’5]

[2]

[1]
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2. Oblicz:

3. Oblicz:

4. Oblicz:

5. Oblicz:

g) lim=_">

-1
im > [1]

i) jim> U5 (-5)

0
im > (0]

a) lim(vn+8-+n) [0]
C) Lifrl(n—\/n2+2n) [-1]

a)lim=T 2t
n-e  n+2
0 Iim1+3+5+....+(2n—1) 1

n-o 24+4+6+....+2n

a) limYy1+9" +7" [9]

n- oo

11

. 2" 4+999
h) lim&>———="~ 1/2
)M g [1/2]
Jan+1++/4n+3

) lim
D n-e Jn+l+4n+2

b) Lifr;(\/nz +n-n)
d) Lifr;(e'\/n?’ +4n —n)

1 6n
b) Iim(1+ j
n-o\  2n+3

d) Iim(1+ 1 j ’
n - oo n
f |im(1—i3j
n- oo n

(n2+2Y)
h) lim
)n~w(n2—3j

. 1+2+....+n
D

[0]

d) Iim1+5+9+....+(4n—3)
n-e  1+2+3+..+N

b) lim¥3+5n° [1]

n-oo

[2]

[0.,5]

[0]

[e’]

[Vel

[1]

[e°]

[4]
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(*) SZEREGI LICZBOWE.
Szereg liczbowy to nieskezony cag sum czsciowych:

a,ta,+..+ta, +..=) a
n=1

Przyktad.

1 1 1 1

o+ 4+

2 4 8 16

Przykiad.

1+1+1+1+...

Przykifad.

1-1+1-1+...

(¢]

Szeregz an jestzbiezny jesli ciagg sum czsciowych (S) jest zbieny. W przeciwnym
n=1

przypadku mowimyze szereg jest rozbiry.

Wtedy S= LIEUO Sn nazywamy sumszeregul.

Przykifad.

Szeregi + 1 + 1 +— *... jest zbieny ma sum réwm 1.
2 4 8 16

Przyktfad.

Szeregl+1+1+1+... jest rozbieny.

Warunek konieczny zbieznosci szeregu:

Twierdzenie.

Jeli szereg Zan jest zbieny to

n=1

im a, =0

n - oo

12
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Uwaga.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
> 1

Szere N
g n=1 n

spetnia warunek konieczny lecz nie jest zbye

Szereg geometryczny.

00

n-1
a+aq +ag+ aq3+....:z aq q = const

n=1

Suma szeregu geometrycznego.

Gdy‘q‘<1 to R

Przyktfad.

1
3 -—!:— = 3 -EE— = 3 EE n = __Eé__ = E&
:E: E;Zn :E: S)n :EE:(:SBj) 53

n=1 n=1 n=1

Przykifad.
Stosujc wzOr na sumciggu geometrycznego moa zamieni@utamki okresowe na zwykte.

0.27272727...= 027) = 027+ 0,0027+ 0,000027+ ....= 02! -27_3

Szereg harmoniczny redu r.

1+ 1 + L + L +,_,,:ii
2I‘ 3I‘ 41’ ~ nl’

Twierdzenie.
Szereg harmoniczny redu r > 1 jest zbieny.

Szereg harmoniczny redu r < 1 jest rozbieny.

13
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Przykiad.

] . .

3= jest zbieny (r=2>1)

n=1 n

Przykiad.

Zi jest rozbieny (r=0,5< 1)

Definicja

Z a, - dany szereg.

n=1

Jeli ngl\l a'n n to szereg

>b, - >a
nazywamymajoranta szeregu n

n=1 n=1

Jeili nDEN C a'n to szereg

Z Cn nazywamyminorantg szereguz a
n=1

Kryteria zbie znosci szeregdw= warunki dostateczne zli@osci szeregu.

Zaktadamy, ze g, = 0.

Kryterium porownawcze.
Majoranta danego szeregu zinia—= dany szereg zhiay.

Minoranta danego szeregu rozivia—= dany szereg rozbiay.

Przyktfad.
z 21 jest zbieny, bo ma majorantzbiezng
=N +4
> 1 > 1
"2 (r=2>1
; n2 +4 Zl 2 (r )

14
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Kryterium ilorazowe (d'Alemberta).

Niech lim =g

n- o an

Jelig>1to Z a, jest rozbieny,
n=1

Jelig<1lto Z a, jest zbieny,
n=1

J&ili g = 1 to kryterium ilorazowe nie rozstrzyga aeamosci szereguz a, .
n=1

Przykifad.

Zbadamy zbignosé szereguzn—I

n=1

_(n+1)n+1 =n_
T A % n
(n+1)"
jm 2net g (L) (041
nee @ onee " n-e (n+1) n"
n!

=nm(”+1j =mn(1+1} —e>1
n- o n n- o n

n

= n . . . .

Szereg Z—I jest zatem rozbi#my na mocy kryterium ilorazowego.
- N
n=1

Kryterium pierwiastkowe (Cauchy'ego).

Niech lim 1 an =0

n- oo

Jelig>1to Z a, jest rozbieny,
n=1

15
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Jelig<1lto Z a, jest zbieny,
n=1

J&li g = 1 to kryterium pierwiastkowe nie rozstrzygabieznosci szereguZ a,
n=1

Przykifad.

o0 2 n 2 n
Zbadamy zbignos¢ szereguz [5 , a, 5

n )

lim 2/a, = lim q/n B jim J—L_O<1

n- o n- o n- o

Szereg z Jest zatem zbiey na mocy kryterium pierwiastkowego.

SZEREGI - zadania
1. Wyznacz sumszeregu:

(<] 2n +3n
a) Z w3 b) > ~— [1,5]
2 ~ 6
2. Stosujc kryterium porownawcze zbadaj zihnesé szeregw
an+2
rozb. zb.
)2n+1 [rozb] ))23n o [
1+...+n 1+...+n
o zb. rozb.
) Z - [2b] )Z_l S [rozb]
3. Stosyjc kryterium ilorazowe zbadaj zlieos¢ szeregu:
00 n A 00 n+2
Y™ rozb) b) Z [rozb.]
=1 N
© g ( ) 5"
o — zb. d zb.
) Zl (2n) (0] ) Zl (2n) (0]
4. Stosujc kryterium pierwiastkowe zbadaj zbres¢ szeregu:
o n+2 o n
a) Z [rozb.] b) Z‘% [rozb.]
n=1
n5n n®3"?
C) z 2n+2 [rOZb'] )z 5n 2n

16
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GRANICA FUNKCJI

Granica funkgciji.

Xo - dowolna liczba rzeczywista.

(Xo - €; Xo + €) - otoczenieliczby (punktu) ¥ 0 promieniug,

(Xo - € X0)( Xo, Xo + €) - sgsiedztwoliczby (punktu) ¥ 0 promieniue,

Niech funkcja f lgdzie okrélona w gsiedztwie (punktu) x, g niech bdzie liczly lub +eo,
lub oo,

Definicja.

Granica funkgcji f w punkcie Xo jest rowna g jezeli dla kadego cagu (x,) argumentow
funkcji, zbieznego do ¥, o wyrazach rinych od ¥ , ciag (f(x,)) wartasci funkcji ma grani¢
rowng g.

Zapis:

lim f(x)=g

X=Xo
Analogicznie okréamy:

Ixirrolo f(xX)=g
[

lim f(xX)=g

X - —00

Uwaga.
a) rachunek granic ska@zonych jak dla granic gjow,
b) symbole nieoznaczone jak dla granigg@w.

Przyktfad.

. Xx=210|_, X—2 : 1 1

lIm———-—==Iim =lim ==

x-2 x? —4{0} x-2(x-2)(x+2) x-2(x+2) 4

Granice jednostronne funkciji.

Niech funkcja f ledzie okrglona w lewostronnymsasiedztwie (punktu) ¢, g niech bdzie
liczbg lub +eo, lub -co.

Definicja.

Granica lewostronna funkcji f w punkcie X, jest rowna g jezeli dla kadego cagu (%)
argumentow funkcji, zbimego do ¥, 0 wyrazach mniejszych od xciag (f(x,)) wartaci
funkcji ma grani¢ réwng g.

Zapis:
Iim f(xX)=g lub lim f(x)=g
X—%—0 X— Xg—
Analogicznie okrélamy granie prawostrong:
Zapis:
lim f(x)=g lub lim f(x)=g
X— %Xg+0 X Xo+
Twierdzenie.

Funkcja f ma w punkciepgranie g wtedy i tylko wtedy gdy istnigjgranice jednostronne
funkcji f w punkcie % i s3 one rowne g tzn.:

lijgof(X)=g = (X!rxp_of(X)=g O X!rxp+0f(><)=g)

17
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Przyktfad.
1 1 .1 1 . ..
lim ——=—=00, lim——=—=-c0, granice jednostronng sdzne
x-3x-3 0 x-3-x-3 0
: 1 o
zatemlim——— nie istnieje.
x-3x—3
Niektére granice
lim 2% =1 im 3P _ 1 gdzie k — stala 0,
x-0 X x-0 kx
. 1 . 1) . K, .
I|rr(|)(1+ X)x =e, lim|1+=| =e, lim|1+=| =e*, gdzie k — stala,
X X — too X X *oo X

Funkcja ciagta.
Funkcjaf okreslona w otoczeniu punktupjest cagta w punkcie ¥, gdy istnieje granica
funkcji f w punkcie x i jest rowna wartéci funkcji w tym punkcie, tzn.

m 103 = (%)

Analogicznie okrélamyjednostronng ciagtos¢ funkciji.

Funkcjaf jestciagta w przedziale gdy jest cigta w kadym punkcie tego przedziatu.
Funkcja jestiagta gdy jest cigta w kadym punkcie swojej dziedziny.

Przyktad

_ x+1 X#0 o . L L .
Funkcja f (x) = 0 <=0 nie jest cigta dlax = 0, granica jest innanwartasé

funkcji w tym punkcieling f(x)=1# f (0) =0. Jest to przyktadieciagtosci usuwalnej

Przyktad

_ X+1 x=0 . . .
Funkcja f (x) :{x L <0 nie jest cigta dlax = 0, granice jednostronne w tym
punkcie, chociaistniep i s3 wiasciwe, to g rézne. Jest to przyktadieciagtosci | rodzaju.
Przyktad

Funkcja f (x) = . [;) xX* nie jest cigta dlax = 0, nie istnigj nawet granice
0 x=0
jednostronne funkcji w tym punkcie. Jest to przgkiéeciagtosci Il rodzaju .
Przykfad (funkcja Dirichleta)
gdy X wymierne

1
Funkcja f (x) :{ ) ) nie jest cigta wzadnym punkcie.
0 gdy x niewymierre

Twierdzenie (o chgtosci sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)
Jezeli funkcjef i g s ciggle w punkciex, to:

a) funkcjef +g, f—g s3 ciagte w punkciex;

b) funkcjaflg jest chgta w punkciexg;

C) funkcjai jest cagta w punkciexg, 0 ileg(xp) # 0.
g

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takdla funkcji cagtych jednostronnie.

18
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Twierdzenie (o cagtosci funkcji ztozone))
Jezeli

1. funkcjaf jest ciggta w punkciex,

2. funkcjag jest cagta w punkcieyp = f(xo),

to funkcja ztaona g. f jest cagta w punkciex.

Twierdzenie (o ciagtosci funkcji odwrotnej)
Jezeli funkcjaf jest chgta i rosmca na przedzialea[b], to funkcja odwrotnaf ™ jest cagta
i rosmca na przedziald(p),f(b)].

Prawdziwe jest tate analogiczne twierdzenie dla funkcji matsg,.

Uwaga
Funkcje elementarne siaggte w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (0 monotonicznéci funkcji ciagtej i roznowartosciowej)
Niech funkcjaf bedzie cihgta na przedzialealb]. Wéwczas, funkcjd jest r&nowartgciowa
na przedzialed,b] wtedy i tylko wtedy, gdy jest malgja albo rosgca na tym przedziale.

Twierdzenie.
Funkcja cagta w przedziale domketiym osgga w tym przedziale wardé najmniejsz
i wartas¢ najwicksz.

Twierdzenie (wtasndé¢ Darboux).

Zaktadamyze funkcjaf jest cggta w przedziale domketiym <a, b>.
Je&li f(a) # f(b) oraz f(a)x g< f(b) lub f(b)< g< f(a)

to istnieje d <a, b>,ze f(c) = g.

Whiosek J&li f(a) , f(b) map rézne znaki to istnieje €l (a, b),ze f(c) = 0.

Powysszy wniosek pozwala w prosty sposob wyznacpazyblizone miejsce zerowe
dowolnej funkcji cigtej w danym przedziale, @k istnieje) naley dzielic dany przedziat na
podprzedziaty na kicach ktérych funkcja ma zée znaki np. metedpotowienia.

Asymptoty.
Asymptota pionowa.
Prosta x = a jegpionowg asymptota prawostronng funkcji f jesli funkcja f jest okrélona
w pewnym lewostronnymasiedztwie punktu a oraz

lim f(X) =+

X—a—0
Prosta x = a jespionowg asymptoty lewostronna funkcji f jesli funkcja f jest okrélona
w pewnym prawostronnynysiedztwie punktu a oraz

lim f(X) =z

X-a+0
Prosta x = a jegtionowa asymptoty obustronng funkcji f jesli ta prosta jest pionogv
asymptaod prawostrona i jest pionovg asymptad lewostrong funkciji f.
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JLy

[+

/"/

asymptota pionowa

L

L]
|
a

Asymptota pozioma.
Prosta y = c jegtozioma asymptoty prawostronng funkcji f jesli
lim f(x)=c

Prosta y = c jegtozioma asymptoty lewostronna funkcji f jesli
lim f(x)=c

Prosta y = c jegtozioma asymptoty obustronng funkcji f jesli ta prosta jest poziom
asymptod prawostrona i jest poziong asymptad lewostrong funkciji f.

A

y=f(x)

v

asymptota pozioma

Asymptota ukosna.
Prostay = ax + b (&0) jestukosna asymptoty prawostronng funkcji f jesli

im— X~ 4 oraz lim[f (x) —ax] =b
X - 00 X X— 00

Prostay = ax + b (&0) jestukosna asymptoty lewostronna funkcji f jesli
lim 49 oraz lim [ f (x)-ax] =b
X — —00 X X — —00

Prostay = ax + b (&0) jestukosna asymptoty obustronna funkcji f jesli ta prosta jest
ukosng asymptad prawostrona i jest uk@na asymptod lewostronig funkcji f.

Uwaga.

Dla duzych |><] wartas¢ funkcji w punkcie x jest w przykieniu rowna ax + b tzn.:
f(x) Dax + b
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c) lim

X— 00

GRANICA FUNKCJI - zadania

2X

Jx
e)nm(1+1j
X

[-12]

[1]

[1]

2. Oblicz granice jednostronne funkciji:

a) f(x)=—— dlax=2
X_
1
b) f(x)=—— dlax=2
2-X
1
c) f(x)=ex dlax=0
1
d) f(x)=e * dlax=0
3. Wyznacz asymptoty funkciji:
a) f(x):2X+1
X=3
2x* +3x+7
b) f(X)=————
) F)="2
3 2
o) f(x)—4x +2Xx° +x+1

X2 +x—2

d) f(x)=vx%+1

1

e) f(x)=ex

4. Sprawd, ze funkcja f jest cigta:

a) f(x)

b)

x> -9

—_— XZ3
= x-3
6 Xx=3
f(x) = e_? Xxz0
0 x=0

. =2X*+4x+5
b) lim—————
x-o 4x°+8Xx+1

3
. +
d) lim X1
x--1 x+1

. 2X
lim—
x-038in4x

[f(2-) = 0, f(2+) = co]

[f(2-) = o0, f(2+) = -co]

[f(0-) = 0, f(0+) =co]

[f(0-) =, f(0+) = 0]

x=3,y=2]

[x=-2,y=2x-1]

[x=-2,x=1,y=4x- 2]

[y=-X,y=x]

[x=0,y=1]
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POCHODNA FUNKCJI.

Niech funkcjaf b¢dzie okrglona w pewnym otoczeniu punkstuy
h # 0 takie ze x + h naley do tego otoczenia.
X - argument wyjciowy,
f(x) - wyjsciowa wartd¢ funkciji,
h - przyrost argumentu,
f(x + h) - kaacowa wartéc¢ funkcji,
f(x + h) - f(x) = przyrost funkciji,
f(x+h)-f(x)
h

- iloraz r&nicowy,

Definicja.

Pochodna funkgcji f w punkcie x to granica ilorabarricowego gdy przyrost argumentgg
do zera (o ile granica ta istnieje).

Zapis:

£(x) = lim f(x+h)-f(x)
h-0 h
inne oznaczenie:
df (x)
dx
Podobnie mgna zdefiniowdé pochodne jednostronne (nayerozpatrywa jednostronne
granice ilorazu rznicowego).
Pochodyg rowrng £ nazywamy niewlciwa.

f'(x) =

Interpretacja pochodne.
Interpretacja geometryczna.
f'(X) =tga gdziea jest katem nachylenia stycznej w punkcie (x, f@g)osi 0X.
(dlatego f(x) = |x| nie ma pochodnej dla x = Oakbstycznej))

ry

4

- T
styczna

std f(x+h)—f(x)=f'(x)Ih

Interpretacja ekonomiczna.

Dla matych (bliskich 0) h mamy
F(x) = f(x+hr1— f(X)

zatem przyrost funkcji odpowiadaly matemu przyrostowi argumentu h jest wprost
proporcjonalny do h, a wspoétczynnikiem proporcjométi jest f'(x).
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Rdézniczkowalnosé = istnienie pochodnej,
Rézniczkowalnosé w przedziale = r&niczkowalnosé w kazdym punkcie tego przedziatu.

Uwaga.
Je&li f jest razniczkowalna w punkcie x to f jestagjta w tym punkcie.
(odwrotna wiasn& nie jest prawdziwa np. f(x) = |x| ).

Rachunek pochodnych:
f, g - r&niczkowalne w punkcie x, c - stala,

(cf) =cf

(f+xg) =f =g (pochodna sumy (#aicy) funkcii)
(fly) =f M+ (pochodna iloczynu funkcii)
(éj :f@]gﬂ (pochodna ilorazu funkcjj)
Jalif=g(h)to f =g (h) (pochodna funkcii ztzonej)

Podstawowe wzory.

(x') =rx"  wszczegéingoi (c) =0, (X) =1, (x?) =2x, Gj -1 (&) -1

X2 24x
(e =e*, ogolnie (@) =a*Ina,
L1 o .

(Inx) == ogélnie (log, x) = :

X xIlna
(sinx)’ =cosx (cosx) =-sinx,
tgx) = ctgx) = ———.
(t9x) cos® X (ctgx) sin® x
Przykiad.

' l f

@ (2¢-5¢+7x+4) =2) -5(x) +7(x) +(4) =6x2 -10x+7

(b) (xzeX ) = (x2 ) e +x* (eX ) = xe(x+2)
( 2x+3 j _ (2x+3) (@ +2x=3)- (2x+3)x¢ +2x-3) _
x* +2x-3 (x2+2x—3)2

(c)
_2x? +2x-3)- (2x+3)(2x+2) _ -2x® - 6x-12
(x2 +2X~ 3)2 (x2 +2x~ 3)2
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@) (@¢+5)*) = a@x +5)7(2x +5) = 24x2 (2x° +5)°

(e) (XX)' :{ab — eblna} - (exlnx)' - exlnx [ﬂX'n X)' — Xx(ln X+1)

Twierdzenie (o pochodnej funkcji odwrotnej)

Niech

1. funkcja f bedzie chgta na przedzialea(b),

2. funkcja f bedzie malejca albo rosgca na przedzialea(),

3. f/(x)%0, x,0(ab).

Wtedy funkcja odwrotnaf * jest r&niczkowalna w punkcigy = f(X) oraz

_ 1
£y =
(f ) (Yo) 7 x)
Wz6r ten jest prawdziwy tak dla pochodnych jednostronnych sdiavych i niewt&ciwych.

Uwaga
Pochodne funkcji elementarnycifsinkcjami elementarnymi.

Ekonomiczne zastosowania pochodnej.
Stopa wzrostu funkcji (tempo wzrostu funkcji).
Zaktadamyze funkcjaf jest okrélona i rzniczkowalna w <A; ), A > 0, f(x) > 0.

f'(%)
f(x)

s(x) = (wzgkdna pedkaos¢ wzrostu funkcji w stosunku do f(x))

Koszt krancowy.

X - wielkos¢ produkciji,

K(x) - catkowity koszt produkcji,

h - przyrost produkciji,

K(x + h) - K(x) = przyrost kosztéw produkciji,
Mamy:

K(x+h)-K(x)=K'(x)[h
niech h =1 (najmniejszy mbwy przyrost produkcji - zwikszamy produkejo 1 szt.),

wtedy
K(x+1) - K(x)= K'(x)
;_\/___J H_J
przyrost kosztéw koszt
gdy produkcja krancowy

wzrasta o 1 szt.

Podobnie rozpatra¢

popyt jako funkcg ceny mana okréli¢ cenowy popyt krancowy,

popyt jako funkcg dochodu mana okréli¢ dochodowypopyt krancowy,

podaz jako funkcg ceny mana okréli¢ podaz krancows,

zysk jako funkcg ceny mana okréli¢ cenowy zysk kraicowy,

zysk jako funkcg wielkosci produkcji mana okréli¢ produkcyjny zysk krancowy,
itd.
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Przyktfad.

X - wielko$¢ produkciji,

catkowity koszt produkeji ~ K(x) = 1000x “x 0,001%,

Wtedy koszt kracowy wynosi

K'(x) = 1000 - 2x + 0,003%

Natomiast przyrost kosztow produkcji wynosi

AK = K(x + 1) - K(x) = (1000(x + 1) - (x + )+ 0,001(x + 13) - (1000x - X + 0,001X) =
=999 - 2x + 0,001(+x + 1)

Obliczmy obie wielkéci dla wybranych wartai x:

X K' Ak Btad wzgl.
100 830/ 829,301 0,08%
200 720 719,601 0,06%
300 670] 669,901 0,01%
400 680 680,201 0,03%
500 750 750,501 0,07%
600 880/ 880,801 0,09%
700 1070] 1071,101 0,10%
800 1320| 1321,401 0,11%
900 1630| 1631,701 0,10%
1000 2000| 2002,001 0,10%
Koszt krancowy jako funkcja produkcji
2500
2000 - TS
1500 | ¢
*
| IS
1000 . .
4 S IS ¢
500
O I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200
produkcja
Whiosek.

Koszt wyprodukowania dodatkowej sztuki maleje, gdglkos¢ produkcji nie przekracza ok.
300 sztuk, potem zaczyna r@én dodatkowa produkcja stajezsioraz mniej optacalna.

Elastycznaé.
Niech x >0, f(x) > 0. Elastycz®é funkcji f w punkcie x to liczba:

£ f= xf (X)
f(x)

25



MATEMATYKA | - Lucjan Kowalski

interpretacja:
p - procent o jaki zmieniagargument wyjciowy X,
g - procent o jaki zmieniagwartas¢ funkcji na skutek zmiany argumentu dgipwego,
wtedy g=E,f[Pp
uzasadnienie
f(x+h)-f(x)=f'(X)[h /:f(x)

fx+h) - f(x) _ f'(Qlh

f(x) f(x)
f(x+h)—f(x) _ x(f'(x)Lh
f(x) f(x) X
=q/100 =E,f  =p/100
w szczegolngci jesli p = 1% to
g=E,f

zatemelastyczndé funkcji w punkcie x jest w przyblizeniu rowna procentowej zmianie
wartosci tej funkcji na skutek zmiany argumentu o 1% jegowartosci.

Przyktfad.

X - cena,

p(x) = 60 - 2x x1 (0, 30) funkcja popytu wtedy

E.p= x[(-2) _ —-x
6C-2x 3C-x
-10
np. dlax =10 = =-05
p P =25210

czyli jesli cena wynosi 10 i wzrmie o 1% (tzn. do 10,1) to popspadnieo 0,5%.
Zatem ten popytie jest elastyczny(wartas¢ bezwzgédna elastyczriei jest mniejsza od 1).
Natomiast jéli cena wzrdnie od 10 do 11 (tzn. o 10%) to popyt spadnie o 5%.

ZASTOSOWANIE POCHODNEJ
Reguta de I'Hospitala.
Twierdzenie.
Niech f, g - r@niczkowalne w pewnymasiedztwie punktu x oraz
1) lirrxl0 f(X) :lirrx10 g(x)=0 lub lirrxl0 f(x) :lirrx10 g(X) =0

£(x)

2) istnieje skaczona lub niewksciwa granicalim ——=

=% g'(X)
wtedy tim L iy £

=% g(x) x=%g'(X)

Uwaga.
Powyzsze twierdzenie jest rowri@rawdziwe dla granic jednostronnych i granic
w nieskaiczondgciach.

Uwaga.

Powyzsze twierdzenie stosujezsylko w przypadku symboli nieoznaczony%%} [ {2} :

[ee]
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Przykifad.
. =X +2x°+64 (0", -7x°+10x*
lim 5 — =I|m—5:—15
x-~2 X° —64 0) x-2 6X
1
nm'“—x{—} im X = 1im 2% 2 jim -2 =g
X — 00 X o0 X— 00 1 X — 00 X X —o00 X
2/x
3 H H
|Imx—{—}—|l 3x {2}:“ GX{E} IImEZO
X—o @ x-0 @ |oo| x-2@¢ || x-wg
1
lim xIn x{0 [} = lim Inx{_}_“m I|m( X)=0
x-0+ X0+ 00 X0+ — X— 0+
X NG
lim x{0°} = lim e =" =¢* =1
X0+ X -0+

Monotonicznosé funkciji.

Je&li f'(x) > 0 dla xO (a, b) to f(x) jestosnacaw przedziale (a, b),
J&li f'(x) < 0 dla xUO (a, b) to f(x) jesmalejacaw przedziale (a, b),
J&li f'(x) = 0 dla xO (a, b) to f(x) jesstataw przedziale (a, b),

Ekstremum funkciji.
Funkcja f ma w xmaksimum jesli w pewnym otoczeniu tego punktu f(x) < §Xx # Xg).
Funkcja f ma w xminimum jesli w pewnym otoczeniu tego punktu f(x) > §iXX £ Xo).

Ekstremum = maksimumIub minimum.
Ekstremum nie musi pokrywaie z wart@cig najwicksza (najmniejsz) funkcji w przedziale.

Warunek konieczny ekstremum.

Jesli funkcja f ma w x ekstremuni jest w tym punkcie riniczkowalnato
(%) =0

Uwaga.

1) odwrotne twierdzenie nie zachodzi (np. y%, x

2) funkcja ktéra nie jest ediczkowalna mee mie ekstremum (np. y = |x|),

Warunek dostateczny ekstremum.

Niech funkcja f lgdzie okrélona w pewnym otoczeniu punkty.X&li f jest :
- cCiaglaw x

- rosmca (malejca) w lewostronnymasiedztwie

- malepca (rosmca) w prawostronnymgsiedztwie

wtedy f ma w ¥ maksimum (minimum).
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Warunek dostateczny ekstremum funkcji r@&niczkowalne;.

X Xo X Xo

£ T 0 ; %) 5 0 n

) IR ERN I | 7
min

Przyktfad.

Wyznaczy przedziaty monotoniczridoi i ekstrema funkcji f(x) = .
Df = R, funkcja f jest parzysta.

f'(x) = —2xe™* f'(X)=0 « x=0
X x <0 0 x>0
f'(x) + 0 -
f(x) max

7 frnax = F(0)=1
Zauwamy, ze lime™ =0 oraz lime™ = 0

Zatem prosta y = 0 jest asympi@oziomy obustrong.

A

v

Warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji ciagtej

w przedziale domknigtym <a, b>:

Funkcja cigta w przedziale domkegiym <a, b> osjga wartéd¢ najwicksz i wartas¢
najmniejsa. Wartgci te mog by¢ przyjmowane przez funkgjf jedynie na kaécach
przedziatu lub w takich punktach przedziatu (awltorych pochodna f '(x) jest rowna zero
lub nie istnieje.

Przykifad.

Wyznaczy najmniejsa i najwicksz wartas¢ funkeji f(x) = x°e¢ w przedziale [-3, 3].
Rozwiazanie:

Pochodna f '(x) = x(x+2fema miejsca zerowe x =0 i x = -2.

Zatem warté¢ najwicksza to max(f(-3), f(3), f(0), f(-2)) = Se

Zatem warté¢ najmniejsza to min(f(-3), f(3), f(0), f(-2)) = 0.

Twierdzenie (Rolle’a)

Jesli
1. funkcjaf jest cagta na p,b]
2. funkcjaf ma pochodgna @,b)
3. f(a) =f(b)

Wtedy istniejeC (8,b) , ze f/(c) = 0.
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Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a

Na wykresie funkcji eigtej na przedziale domkgtym, r&niczkowalnej we wetrzu tego
przedziatu i przyjmujcej jednakowe wartgi na jego kécach istnieje punkt, w ktérym
styczna jest pozioma.

|
1
|
|
|
1
I
!
l
|
|
i
i

J@=1() fd oot

I '

[ I f

[ I I
o] a ¢ ¢ ¢ bz

Twierdzenie (Lagrange’a)
Jesli
a) funkcjaf jest chgta na p,b]
b) funkcjaf ma pochodana @,b)

Wtedy istniejeC1(a,b), ze f'(c) = w

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a

Na wykresie funkcji cigtej na przedziale domkgtym i rézniczkowalnej na wetrzu tego
przedziatu istnieje punkt, w ktdrym styczna do wesu jest rownolegta do siecznggace]
konce wykresu.

y=f(z)

Pochodna rzdu drugiego (druga pochodna)
f "(X) — (f I)
tzn. pochodna kdu 2 jest pochodnpochodnej rgdu 1.

2

Inne oznaczenie: 2

dx
Przyktad:
fX)=x°+2¢ -4+ 3
f'(x) = 5X' + 6 - 8x
f''(x) = 20X + 12x - 8

29



MATEMATYKA | - Lucjan Kowalski

Uwaga.

Funkcja f jest klasy &w przedziale (a, b) § jest ciagta w tym przedziale.

Funkcja f jest klasy Ew przedziale (a, b) j# f 'istnieje i jest cigta w tym przedziale.
Funkcja f jest klasy &w przedziale (a, b) §# f " istnieje i jest cigla w tym przedziale.

Zastosowania f"
Warunek dostateczny ekstremum.
Twierdzenie.
Niech f kedzie klasy & w pewnym otoczeniu punktw.x
Je&li f'(x,) =0oraz f"(x,) # 0to f ma w % ekstremum.
Przy czym jest to

minimum gdy f"(x,) > 0

maksimum gdyf“(x,) < 0
Uwaga.
Je&li f'(x,) =0oraz f"(x,) = 0to powysze twierdzenie nie rozstrzyga o istnieniu
W X ekstremum.

Wypukto$¢ funkcji.

Funkcja f r@éniczkowalna w (a, b) jestypukta ku dotowi (wypukta) w (a, b) jéli styczna
do wykresu w punkcie (x, f(x)) dla a < x < lzyeponizej wykresu funkcji.

Funkcja f r@éniczkowalna w (a, b) jestypukta ku gorze (wklesta) w (a, b) jéli styczna do
wykresu w punkcie (X, f(x)) dla a < x < kzkepowyzej wykresu funkciji.

Twierdzenie.
Niech f kedzie klasy Gw (a, b).
Jali f"(x) <0 dlaa<x<btofjeswypukta ku gérzew (a, b) (klesta).

Jeli f"(x,) >0 dlaa<x<btofjeswypukta ku dotowi w (a, b) (wypukia).

Przyktfad.
Dla funkgji f(x)=x*, mamy f"(x) =2> 0 zatem jest to funkcja wypukia.
Dla funkgji f(x) =-x*, mamy f"(x) =-2< Q zatem jest to funkcja wista.

Punkt przegiecia.

Niech f lzdzie chgta w pewnym otoczeniu punkty.x

(Xo, f(X0)) jestpunktem przegiecia jesli f jest wypukta ku gorze w pewnym lewostronnym
sgsiedztwie punktu xi f jest wypukta ku dotowi w pewnym prawostronnygsiedztwie
punktu % lub odwrotnie.

Twierdzenie.
Niech f kedzie klasy G w pewnym otoczeniu punktw.x

Je&li f"(x,) =0oraz f"(x)zmienia znak w xto (X, f(Xo)) jest punktem przeegia.

Przyktfad.

Dla funkcji f(x)=x%, mamy f"(x)=6x, f"(X)=0 < x=0,
oraz f"(X)<0 dla x< 0 f"(x)>0 dla x>0

zatem punkt (0,0) jest to funkcja wypukta.
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1. Oblicz pochodapfunkcji:

a) f(x)=2x>-5x*-4

3 2

POCHODNA - zadania

4

X X X

b) f(x) :x—?——+—+4

2
c) f(x) =x3(x2 —1)2
d) f(x) =e*(x* —2x+2)
e) f(x)=xIlnx-x

x-1
2X+2

f) f(x) =

Q) f(0=">

e -1
e +1

i) f(X) =y X Xv/X

h) f(x)=

2. Oblicz pochodsfunkciji:

a) f(x)=y2x+3

b) f(x) =sin®x
c) f(x)=cos x
d) f(x)=sin6x

e) f(X)=xyx*+1

e -
e +e”

f) f(x) =

3-x2
2

2—X

9) f(x)=In

h) f(x)=x*

4
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3. Wyznacz ekstrema funkciji:

a) f(x)=x>-3x*+6x+7 [brak ekstr.]

b) f(x)=x®-9x*+15x-3 [Ymax=Y(1) =4, ¥hin = Y(5) = -28]
c) f(x)=(x-4)"(x+3)’ [Yimax = Y(0) = 43°, Yimin = y(4) = 0]
d) f(x)=xInx [Vmin = Y(1/€) = -1/e]

e) f(x) :x+|n7x [brak ekstr.]

4. Wyznacz najmniejaz najwickszg wartas¢ funkcji w podanym przedziale:

a) f(x)=x*-9x* +15x~ 3 dla xO(~ 44) [f(-4) = -271, f(1) = 4]
b) f(x)=xInx dlax0(Le) [f(1) = 0, f(e) = 4
c) f(x)=3x-x° dlaxO(-23) [f(3) = -18, f(1) = f(-2) = 2]

5. Oblicz drug pochodi funkcji:

a) f(x)=2x -5x* - 4 [1x-14
x* x* x 2
=X—— -+ —1-4x+9x
b) f(x)=x 3 2+4+4 [ ]
o) f(x) =x*(x* -1f l6x-40¢ +42¢]
d) f(x) =(x+1)? (x-2) 6]
6. Wyznacz punkty przeggia funkciji:
a) f(x)=x’ [0, 0)]
b) f(x) =(x+1)°(x-2) [0, -2)]
c) f(x) =(x-4)°+4x+4 [(4, 20)]
7. Oblicz granice stosag regué de I'Hospitala:
. x°-8 X3 -3x*+2
D m 7 [ DI, (o8
3
¢) limNX [0] d) lim > 0]
X—00 ¥ X-o@
o . 2X
e) >|<Lr[)]+x [ 1] f) lem)sin4x [0’5]
. e -e” . e -1
g) lim [ 2] h) IXI[Q)SmX [0,5]

8. Zbadaj funkcje i naszkicuj ich wykresy:

a) f(x)=x>-4x>+4x+1
1

b) f(x) =xe*
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¢) (%) =ﬁ

X3

(x-2)

9. Oblicz elastyczni funkcji:

d) f(x)=

a) f(x)=x" [n]

b) f(x) =xe* [1+x]
1

c) f(x)=Inx [RJ

d) f(x)=e™ [-%

10. Dana jest funkcja pogha q(x) = x i funkcja popytu: p(x) = 100/x, x>0 - cena.
Wyznacz elastyczr$é poday i popytu dla ceny rownowagi (cena przy ktéreppijest
rowny poday).
Podaj interpretagjotrzymanych wynikow.

[x =10, 1, -1]

POCHODNE CZASTKOWE FUNKCJI f(x, y)
Funkcja dwéch zmiennych(x,y) - f(x,y )

Niech funkcja f ldzie okrélona w pewnym otoczeniu punktu (X, y) ,
Ax, Ay # 0 takie ze (x +Ax, y +Ay) nalezy do tego otoczenia.

Definicja.
, . fT(x+Axy) - (X Y)
fo(xy)= l'xrpo Ax (pochodna cpstkowa wzgtdem X)
, _of(xy)
inne oznaczenie: fx( Y) = ———
0X
analogicznie
, . f(x,y+tAy) - f(X
fo(xy)= l'yrpo (xy Ay))/ (x.Y) (pochodna cpstkowa wzgidem y)
. of (X,
inne oznaczenie: fy( Y) = %
Przyktfad.
Wyznaczy pochodne cstkowe funkgiji f(x, y) = 3x§.
f(xy) =3y*; fy(xy) =6xy
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Pochodne castkowe drugiego rzdu.
o= (1), f=(t),  fe=(6),  n=(n),

dwie pierwsze tpochodne czystedwie ostatnie tpochodne mieszane

Przyktad.
Wyznaczy pochodne cistkowe rzdu drugiego funkgii f(x, y) = 3X.
fr. =0 f,, =6X fo =6y f, =6y

Ekstremum funkciji.
Funkcja f ma w (¥, Yo ) maksimum jesli w pewnym otoczeniu tego punktu

f(x, y) <f(xo,¥0)  dla ((X, )% (X0, Yo))-
Funkcja f ma w (¥, Yo ) minimum jesli w pewnym otoczeniu tego punktu

f(x,y) > f(x0, o) dla ((x, y)# (X0, Yo))-

Warunek konieczny ekstremum.
J&li funkcjafmaw (%, Yo ) ekstremum istniejg w tym punkcie pochodne gtkowe to

fe(X Yo) = f;(xo’yo) =0
Warunek dostateczny ekstremum.

Niech funkcja f lgdzie okrélona w pewnym otoczeniu punktuy(Xyo).
J&li f ma w pewnym otoczeniu ggte pochodne estkowe rzdu 2 oraz

(X, ¥o) = F,(X, ¥5) =0

foc(X0:Yo) T (X1 ¥o)
i Wi(Xo , Yo) = f" (XO yo) f" (XO’yO) >0

wtedy fmaw (%, yo) ekstremum.
J&li £, (X,,Y,) >0 to jest minimum, j&i f (X,,Y,) <O to jest maksimum,

Uwaga(warunek wykluczajacy ekstremum).
J&sli Wf(X o , Yo) < 0 to w punkcie (X, Yo) hie ma ekstremum.

Uwaga.

5 o) Ty 0
WE(x,.y,) = (X0 o) Ty (X Yo)| _

fro:¥o) (0. Yo)

= F (%0 Yo) Ty (%05 Yo) = F1 (%, Vo) o (%05 Vo)

Uwaga.

no__ n
J&li pochodne cgstkowe drugiego kdu g ciggte to fyx - fxy.
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Przyktad.

Wyznaczy ekstrema funkcji f(x, y) = 6% 12xy + 2y .

fI(x,y) =12x-12y fo(xy) =-12x+6y?

i1 =12 fr =12y i1 =-12 fr=-12

Punkty krytyczne: (0, 0); (2, 2).

Wf(0, 0) =-144 <0 zatem w (0,0) nie ma ekstremum
Wf(2,2)=144>0 zatemw (2,2) jest ekstremumniBwa f; >0 wigc jest to minimum.

Uwaga
Za pomog pochodnych cgstkowych maéna zdefiniowd elastycznéci czastkowe.

POCHODNE CZASTKOWE- zadania
1. Wyznaczy pochodne cistkowe pierwszego ¢du funkcji:

a) f(x,y) =2x’y-5x’y* - 4 (%) =6y -1, T (% y) = 2¢ ~10¢y)]
b) f(xy)=ylnx-x I fx'(x,y):%—l, f,(x,y) =1In x}
o) f(xy) =x7y £, (x,y) = 2xy, f,(x,y) = x*]

2. Wyznaczy pochodne cgstkowe drugiego kdu funkcji:
a) f(xy)=2x’y-5x’y* -4

f,(xY) =12y-107%, f;,(x y) = -10&, £ (x y) =6X° ~20¢’
b) f(x¥y)=ylnx-x
1

£ ==, (63) =01 0) :;J

6) f(xy) =Xy
f00y) =2, () =01, (x y) =24

3. Wyznacz ekstrema funkgciji:
a) f(xy)=x®+y®-3xy [fmin = f(1,1) = -1]

b) f(xy)=xy+=420  Xy>0  [fmn=£(5,2) = 30]
Xy
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UZUPELNIENIE - FUNKCJE

Definicja

Niech zbiory X, Y O R beda niepuste.Funkcja okreslong na zbiorzeX o wartgciach

w zbiorzeY nazywamy przyposdkowanie kademu elementowk [0 X dokladnie jednego
elementuy O Y. Funkcg taka oznaczamy przezf : X — Y. Warta¢ funkcji f w punkcie

X 0znaczamy przefx).

Definicja
Niech f:X - Y. Wtedy zbior X nazywamydziedzing funkcji f i oznaczamy przez
Dy, a zbior

{f(9OY: xOD,}
nazywamyzbiorem wartosci funkcji f i oznaczamy prze¥\. Jeeli dany jest tylko wzor
okreslajacy funkcg, to zbidr elementéw R, dla ktérych wzér ten ma sens liczbowy,
nazywamydziedzing naturalng funkcji.

Definicja
Wykresem funkcji f : X - Y nazywamy zbiér
{(x, YWOR?:xOX,y= f(x)}.

Podzbidér ptaszczyznyxOy jest wykresem pewnej funkcji zmienngj gdy ka&da prosta
pionowa przecina go w co najagj jednym punkcie.

Definicja

Funkcjaf odwzorowuje zbioK na zbiorY, gdy
W, =V,

Definicja

Funkcja f : X — R jestparzysta, jezeli dla kadego X Ll X zachodzi
(-xOX oraz f(-x)=f(x)).
Funkcja jest parzysta, gdy @y jest os4 symetrii jej wykresu.

Definicja
Funkcja f : X — R jestnieparzysta, jezeli dla kazdego X U X zachodzi
(-xOX oraz f(-x)=-f(x)).
Funkcja jest nieparzysta, gdy petek uktadu wspotrgdnych jes&rodkiem symetrii jej
wykresu.

Definicja
Funkcjaf jest ograniczona na zbioradl Dy, jezeli istnieje stata M > Oze dla kadego
xOA zachodzi
|f(x)| <M.
Funkcja jest ograniczona, gdy jej wykres foiesic miedzy dwiema prostymi poziomymi.
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Funkcje monotoniczne

Funkcjaf jestrosnacana zbiorzeA U Dy, jezeli dla kazdego x,, x, O A
[(x <x.)=(f00) < F0u))]-

Funkcjaf jestmalejaca na zbiorzeA U Dy, jezeli dla kazdego x;, X, LT A
[(x <x)=(F () > F )]

Funkcjaf jestniemalejacana zbiorzeA [1 Dy, jezeli dla kadego x,,x, O A
[(x <x)=(f ()< F0R))].

Funkcjaf jestnierosnacana zbiorzeA [ Dy, jezeli dla kadego x;, x, A
[ <x.)=(f00)2 F0u))].

Funkcja f jest monotoniczna na zbiorzeA [ Dy, jezeli jest rospca lub malejca lub
nierosnca lub niemalejca na tym zbiorze.

Definicja
Niech zbiory X, Y, Z, WO R beda niepuste, przy czyn¥ O Z oraz niechf: X - Y,
g:Z - W. Zlozeniem funkcjig i f nazywamy funkg go f : X - W okreslong wzorem:

(go F)(x)=g(f(x) dlaxOX.
Podobnie okrda sk ztozenie wekszej liczby funkcji. Sktadanie funkcji nie jestzemienne.

Definicja
Funkcjaf jestr6znowartosciowa na zbiorzeA O Dy, jezeli dla kadego x,, X, O A
[(x # %)= (F () % £ 0))].

Definicja rownowana
dla kazdego x;,x, O A

[(x =)= (f(x)=F(x)).

Jezeli funkcja jest rosgra albo malejca na zbiorze A, to jest zdowartgciowa na tym
zbiorze.

Definicja
Niech funkcja f : X O - Y bedzie r&nowart@ciowa na dziedzinie. Funkcpdwrotry do
funkcji f nazywamy funke f ™*:Y - X okreslong przez warunek:

f1(y)=x = y=f(x), gdziexOX, yO.
Wykres funkgji f ™ otrzymujemy z wykresu funkcji odbijapc go symetrycznie wzetlem
prostejy = X.
Funkcja odwrotna do funkcji rogeej jest funkcj rosrycs.
Funkcja odwrotna do funkcji malgjej jest funkci malepca.
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Uwaga

Dla kazdego X 0 X zachodzi f _1(f (X)) =X
oraz

Dla kazdego Y U'Y zachodzi f (f _1()/)) =Y.

Funkcje elementarne

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy fyekstate, patgowe, wyktadnicze,
logarytmiczne, trygonometryczne oraz cyklometryczh@nkcje, ktére mina otrzyma
z podstawowych funkcji elementarnych za pomskmczonej liczby dziata arytmetycznych
oraz operacji zizenia funkcji, nazywamy funkcjami elementarnymi.

Wartosciag bezwzgédna (modutem) nazywamy funkgpkreslong wzorem:

X = x dla x=0
~|-x dla x<0°

— /2
Jest to funkcja elementarna,bé‘— X" dla kadegoxOR.

Wielomianem nazywamy funkej W : R — R okreilong wzorem
— n n-1
W(x)=a x" +a,_X ~+..+ax+a,,

gdzien /N[0 {0}, a 0 Rdla0 =i =noraza, Z0.
Liczbe n nazywamy stopniem wielomiafi oznaczamy przez\&t lub dedV.

Funkcg, ktdrg mazna zapis&w postaci ilorazu dwdch wielomiandéw nazywafapkcj a
wymierna.

Uwaga

y=log, X = a’ =x, a>0, a#1 jest podstawlogarytmu, x> 0.
Logarytm przy podstawie z liczbyx nazywamylogarytmem naturalnym i oznaczamy
przezin x;

Inx=log, X.

Logarytm przy podstawie 10 z liczbynazywamyogarytmem dziesetnym i oznaczamy
przezlgx;

lg x=log,, X.

Uwaga
Funkcg wyktadnicz przy podstawie oznaczamy niekiedy przez exp;

expx=e’*.
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MATEMATYKA | - zadania powtOrzeniowe.

4n-1 2n+l
1.Obliczz  a)lim(n-Vn?+4n-1) b Iim[l—ij C)“m(m;‘j

n-e\ 2N

3/ 2 _ [3
d) Iim(S\/n2+n—§/F) E)Iimm f)Iimn+2 n «/n—

n-e n-e 3n/n
2. Zbadaj zbienos¢ szeregu: b)iﬂ C) in—g
~ " ~ (2n) & on
2 1+..+n o 1+...+n e 1+n°+n
d e -
)nZ:;‘ n° ); n® f) nzzl‘ 2+n’
2 _ 2
3.0blicz:  a)lim > _>X*8 b) lim™_* ) limxin” x
X 00 e X 00 X X
d) lim xe* Y1+ cosx =2 f) lim (x+1)"
X— =00 xﬁo Slﬂ X x-0"
4. Wyznacz asymptoty funkciji: a(X) =— 2" +x+1 b) f(x)= 22X
X+3 x“+1
2
5. Wyznacz ekstrema funkgji: d)(x) =x’e™ b) f(X) :X7 +%
X

6. Naszkicuj wykresy nagtujacych funkcji popytu
a) f(x) =2TX3 [funkcja Tornquista popytu na dobra podstawowe> 0 dochod)]
X

M dlax=5
X+3

0 dla0sx<5
b) f(x)= - [funkcja Tornquista popytu na dobraxgyzego rzdu ]
0 dla0sx<5
c) f(X) =3 2x(x-5) dlax>5 [funkcja Tornquista popytu na dobra luksusowe]
X+3 B

d f(x) = [(trend logistyczny) popyt na nowy towar na ryrke O czas)]

™ +1

7. Wyznacz najmniejgz najwickszy wartas¢ funkcji f w danym przedziale:

a) f(x)=x*-12x+1 x 0 <-5, 3> b) f (x) x4+t x 0<-1,5; -0,5>
X

8. Koszt catkowity wyprodukowania x ton farby wynd$(x) = 0,0001x - 0,1X +40x +1.
Wiadomo,ze cena p zalke¢ bedzie od poday x wedtug zalenosci: p(x) = 88 - 0,1x.
Przy jakiej wielkdci produkcji zysk ze sprzedwafarby kedzie najwekszy?
9. Wyznaczy utarg kracowy i elastyczng, gdy dany jest utarg catkowity

U(X) =3x* +4x+25 x 0 <5, 50>
dla liczby jednostek towaru x =101 x = 30 (pbdaterpretacy).

10. Funkcja kosztéw przetiych jest okrdona wzoremk(x) = 01x? —3x+40+1
X

Obliczy¢ elastyczné¢ kosztu przeeitnego i catkowitego dla x = 10,

11. Dana jest funkcja podg q(x) = 4x - 1 i funkcja popytu: p(x) = 4 #x x>0 - cena.
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Wyznacz elastyczro poday i popytu dla ceny réwnowagi (cena przy ktérepyijest
rowny poday). Podaj interpreta¢jotrzymanych wynikow.
12. Dana jest funkcja popytu: p(x) = 9000 - 30Xurikcja kosztéw catkowitych:
K(p) = 90000 + 30p, x>0 - cena P - popyt.
Wyznacz funkgj kosztow jako funkej ceny K(x).
Wyznacz funkgj dochodu D(x).
Narysuj wykresy K(x) i D(x) w jednym uktadzie wspaddnych, zaznacz obszar zysku i strat.
Wyznacz ceet maksymalizujca dochod.

13. Wyznacz punkty przegiia funkgciji: f(x) =x° o1
X

y
14. Wyznaczy pochodne cgstkowe funkcjif(x, y) =e * .
Oblicz f, L-1); f,(=10)

X-y

15. Wyznaczy pochodne cgstkowe rzdu drugiego funkcjif(x, y) :T :
Xty

Oblicz f,, @1) f,, @) fo @D f e (L)
16. Wyznacz§ ekstrema funkcji
a) f(x,y) =X +2xy + 3y, b) f(x, y) = R +3xy + ¥’ c) f(x, y) = e (2x% - y?).

ODPOWIEDZI.
1.a)-2,b) & c) &, d)0, e) 3, f) -1/3.

2. a) rozbieny, b) zbieny, c) zbieny, d) zbieny, e) rozbieny, f) rozbieny.

3.a)0, b)o,c)o,d)o,esg,f)l.

4. a) x =-3 as. pionowa, y = 2x - 5 as. ¢k b) y = 0 as. pozioma.

5. @) fin = f(0) = 0, frax = f(2) = 4/&, b) fin = f(22) = 4.

7. @) fuin = f(-5) = -64, fax= f(-2) = 17, b) £in = 1(-0,5) = -2,5, fax= f(-1) = -2.
8.

9.

dla x =400
dlax=10:64; 1,86 dla x=30: 18496.
10. Ek(10) =-0,5; EK(10) =0,5.
11.x=1, 1,33; -0,67.
13. (1,2)-p.p.
y _y _1 _y
14. f;(x,y)=7e X f;(x,y):7e x f,L-1) = -e; f (- 10) = 1.
" _4y " 4x " " 2(X_ y)
15. f! = fl=——— fl = =
T (x+y)’ Yo (x+y)? Y (x+y)’
fo )=-0,5 f, )=0,5 fo @)= "f, @) =0

16. @) fuin = (0, 0) =0, b)dax=1(1,1) =5, c)dfin=1f(-2, -2) = 4&.
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MATEMATYKA |- TEST

18
1. lle wynosi granicalim d nz 5 ?
n-= (1+n°)
A 1 B) -1 c)o D)-co
. e x-1
?
2. lle wynosi granlcaixlrﬂrll_x2 :
A) 0 B) 0,5 C) 1 D) -0,5
3. Dla jakiej wartéci k funkcja
sin2x
#
f(xX)=4 3x dia x#0 jest funkgj ciagta ?
k dlax=0
A) 2/3 B) 3/2 C) 3 D) 2

4. Dana jest funkcja kosztovk(x) = (3x+ 1)4. lle wynosi koszt kracowy, gdy x =1 ?
A) 256 B) 512 C) 768 D) 1024

5. lle wynosi elastyczrig funkcji f (x) = X2 +1 w punkcie x = 3?
A) 5 B) 5/9 C) 6 D) 9/5

6. lle wynosi pochodna funkgcijif (x) =InInx w punkcie x =e?
A1 B) e C) 1/e D) O

7. Funkcja f (x Yma pochoda f'(x) = x> — 4. Funkcja ta ma maksimum w punkcie

A) 2 B) -2 C) nie ma maksimum D) O
. 1-x° .
8. Funkc1af(x)=3+ > Ma asymptaetpoziomy
X

A y=1 B)y=-1 C)y=3 D)y=0

9. Funkcjaf (x) =i2 ma w przedziale [-2, -1] najmniejpwvartaéc¢ rowng
X
A 1 B) 0,5 C) 0,25 D) O
10. Dana jest funkcja dwdch zmiennych(x, y) = X + Xy+ y2 lle wynosi wartéc¢
pochodnej czstkowej f, w punkcie (2, 1) ?
A) 13 B) 4 C) 11 D) 15

Odpowiedzi: 1A, 2D, 3A, 4C, 5D, 6C, 7B, 8B, 9C, 10A
Literatura:
R.Kozarzewski, W.Matuszewski, J.Zacharski, ,Mateykatdla ekonomistéw, ez¢ 1”,

J.Gawinecki, ,Matematyka dla ekonomistow”,
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