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Geometria analityczna

Geometria analityczna w przestrzeni R’

Rozpatrujemy na ptaszczyznie prostokatny uktad wspotrzednych. Punkt O(0,0) jest poczatkiem tego
uktadu. Bedziemy przyjmowac orientacje dodatnig (przeciwng do ruchu wskazowek zegara) uktadu
wspolrzednych.

Punkty ptaszczyzny utozsamiamy z ich wspotrzednymi w tym uktadzie, czyli parami liczb
rzeczywistych, sa to wiec elementy przestrzeni R>. Dowolny punkt P wyznacza wektor swobodny OP.

Wektor swobodny u=PQ w przestrzeni R* wyznaczony przez punkty P(x;, x,), Q(y1, y»), ma
wspotrzedne u, =y, —x, =y, —X, 1bedziemy stosowac zapis u = [ul, u ]

Wektory e, = [1 0] e, = [0 1] nazywamy wersorami (wektorami jednostkowymi).
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Odleglos¢ migdzy punktami P(x;, x,), Q(y1, 2), W tej przestrzeni liczymy wg wzoru:

p(P,0)=(x, =3, ) +(x, =3, = Zz‘,(xl- -y,)

i=l

Norma (dtugoscia) wektora u = [ul, 2 nazywamy hczbe;

||u||—q/ul +u,’ /
i=1

Iloczyn skalarny wektorow u = [ul, u, , V= vl, v2

<u,v> = Zuivi =uv, +u,v,
=1
Dla niezerowych wektorow u, v mozemy wyznaczy¢ cosinus kata ¢ mi¢dzy tymi wektorami
<u,v> u,v, +u,v,

cosQ =

Nul +ul v+ v
Niezerowy wektor u tworzy z osiami uktadu wspotrzednych katy ¢, ¢,, ktérych cosinusy nazywamy
cosinusami kierunkowymi wektora u i wyznaczamy na podstawie wzorow
u, u u,

U 2
=L cosp, =2 =t
[ Y EE ([ FEE

Niezerowe wektory u, v s3 wzajemnie (prostopadle) ortogonalne wtedy i tylko wtedy gdy <u, v>= 0.
Poniewaz elementy przestrzeni R mozna utozsamia¢ z wektorami swobodnymi, to zbidr wektorow
swobodnych z powyzszym iloczynem skalarnym jest przestrzenia euklidesowa. Wersory

[1 0] e, = [O 1] stanowia w niej bazg ortonormalna.

cosQ, =

Nlezerowe wektory u = [”1 , uz], V= [v1 , vz] sg rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy
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co jest rownowazne warunkowi

Przy czym jesli w mianowniku jest zero to w liczniku tez powinno by¢ zero.
Wspotrzedne punktu C (cl , cz) dzielacego odcinek o koncach A(a1 , a, ) , B(bl , bz) w stosunku £,

AC
tzn. =k obliczamy z wzorow

CB

_a, +kb, _a, +kb,

, ¢
Y1+ k > 1+k

Trojkat o wierzchotkach A(a,, a,), B(b,, b,), C(c,, c, ) ma pole

a, a, 1
P .= %det b b, 1
¢ ¢ 1
Zatem punkty A, B, C lezg na jednej prostej gdy
a a, 1
det| b, b, 1|=|0)
¢ ¢ 1

Prosta w R’
Elementy przestrzeni R* bedziemy traktowac jako pary liczb (x, y) i nazywa¢ punktami.
Roéwnanie ogdlne prostej.

Ax+By+C=0

Uwaga
Wektor [A,B] jest prostopadty do tej prostej i nazywa si¢, wektorem normalnym.

Odlegtosc¢ punktu P(xo, yo) od prostej Ax + By + C = 0 wynosi
d:M%+3%+q
VA* + B
Kat (ostry) migdzy prostymi 4;x + B;y + C; =01 Ax + B,y + C, = 0 wyznaczamy na podstawie
cosinusa kata mi¢dzy ich wektorami normalnymi

|4,4, + B,B,|
JA? + B4, + B,

cosQ =

Roéwnanie kierunkowe prostej
y=mx+b m - wspoélezynnik Kierunkowy
Wspolczynnik m jest rowny tangensowi kata , ktory ta prosta tworzy z dodatnim kierunkiem osi Ox.
Dwie proste w postaci kierunkowej y =m;x +b; i y=myx + b, sa:
a) rownolegte gdy
my,=m,
b) prostopadte gdy
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mm, =—1
Kat miedzy nimi wyznaczamy na podstawie wzoru na tangens réznicy katow

m, —m,

tgp =

1+mm,

Roéwnanie prostej przechodzacej przez punkty (xy, Y1), (Xo» Yo)

Y=Xo ZM(X_XO)

X=X
Roéwnanie parametryczne prostej
xX=at+x,
teR
y=bt+y,

Powyzsza prosta przechodzi przez punkt (xo, o) a wektor [a,b] wyznacza kierunek tej proste;.

Roéwnanie odcinkowe prostej

a b
(a, 0), (0, b) to punkty przecigcia tej prostej z osiami uktadu wspotrzednych

Zbiory wypukle w R?
Zbior W jest wypukly jesli dla dowolnych x, y € Wi dowolnego ¢ € [0, 1] rOwniez
cx+(l-c)yeWw
Zatem zbidr jest wypukty jesli dla kazdych dwoch réznych punktéw nalezacych do tego zbioru,

nalezy do niego caly odcinek ktérego koncami sg te punkty.

Cze$¢ wspodlna zbiorow wypuktych jest zbiorem wypuklym.

Przyklad

Koto - zbiér wypukty,

Okrag - nie jest zbiorem wypukiym,

Prosta - zbior wypukty,

Para przecinajgcych si¢ prostych - nie jest zbiorem wypuktym,
Potplaszczyzna - zbidr wypukly,

Zauwazmy, ze zbior rozwigzan ukladu nieréwnosci liniowych jest albo zbiorem pustym albo
zbiorem wypuklym (ograniczonym lub nieograniczonym).

Powyzsza wilasno$¢ wynika stad, ze zbiorem rozwigzan uktadu nieréwnosci liniowych jest czgsé
wspolna polptaszezyzn bedacych rozwigzaniami poszczegoélnych nierdwnosci oraz wlasnosci: czgsé

wspolna zbiorow wypuktych jest zbiorem wypuklym.

Kwadryki w R
Niepusty podzbior K < R jest kwadryka jesli dla pewnej formy kwadratowej f{x, y) okrelonej na
R’ i liczby rzeczywistej ¢ mamy

K:{xeRZ:f(x,y):d}
Jesli rozpatrywang formg¢ sprowadzimy do postaci kanonicznej i ewentualnie przenumerujemy
zmienne, to réwnania okreslajace kwadryki w R’ (nazywane w tym przypadku krzywymi
stozkowymi) mozna zapisa¢ w postaci
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2 2
x_z + z_z =1 elipsa
a
2 2
X
=+ Zj_z =0 punkt
a
x2 y2
=+ s =—1 zbidr pusty (elipsa urojona)
a
2 2
X
pra Z_z =1 hiperbola
2 2
x_2 - z_z =0 przecinajace si¢ proste
a
y:=2px parabola
y2
e =1 proste rownolegte
2
2}_2 =—1 zbidr pusty
¥ =0 prosta

Geometria analityczna w przestrzeni R’

Rozpatrujemy w przestrzeni prostokatny uktad wspotrzednych. Punkt O(0,0,0) jest poczatkiem tego
uktadu. Bedziemy przyjmowac orientacje prawoskretna (zgodnie z regulg Sruby prawoskretnej)

uktadu wspolrzednych.

Punkty przestrzeni utozsamiamy z ich wspohrzgdnymi w tym uktadzie, czyli trojkami liczb
rzeczywistych, sa to wiec elementy przestrzeni R’. Dowolny punkt P wyznacza wektor swobodny OP.

Wektor swobodny u = ﬁ w przestrzeni R® wyznaczony przez punkty P(x;, x2, x3), Q(v1, y2, ¥3), ma

wspétrzedne u, =y, —x,, u, =y, —Xx,, U; =y, —Xx; ibedziemy stosowaé zapis u = [ul, u,, u3].

Wektory e, = [1,0,0], e, = [0,1,0], e, = [0,0,1] nazywamy wersorami (wektorami jednostkowymi).

Odleglosé¢ migdzy punktami P(x;, x5, x3), Q(y1, 12, V3), W te] przestrzeni liczymy wg wzoru:

p(P,Q)=\/(x1 _)’1)2 +(x2 _y2)2 +(x3 _y3)2 =

i(xi — )i )2

i=1
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Norma (dtugoscia) wektora u = [ul, u,, u3] nazywamy liczbe:

i = " = [P )
i=1

Iloczyn skalarny wektorow u = [ul, u,, u3], V= [vl, vy, v3]

3
<u,v> = Zuivi = UV, UV, ULV,
i=1
Dla niezerowych wektorow u, v mozemy wyznaczy¢ cosinus kata ¢ mi¢dzy tymi wektorami
<u, v> UV, +u,v, +u,v,

u| ”v” \/ 2, 2 2\/ 2, .2, 2
|| U +U;, UV +V, +V)

Niezerowy wektor u tworzy z osiami uktadu wspoétrzednych katy ¢, @,, @3, ktéorych cosinusy
nazywamy cosinusami Kierunkowymi wektora u i wyznaczamy na podstawie wzorow

cosQp =

cosQ, = , COSQ, = , COS@; =

N U U
Ju] Ju] Ju]

Niezerowe wektory u, v s3 wzajemnie (prostopadle) ortogonalne wtedy i tylko wtedy gdy <u, v>= 0.
Poniewaz elementy przestrzeni R” mozna utozsamia¢ z wektorami swobodnymi, to zbidor wektorow
swobodnych z powyzszym iloczynem skalarnym jest przestrzenia euklidesowa. Wersory

e = [1,0,0], e, = [0,1,0], e, = [0,0,1] stanowig w niej baze ortonormalna.
Iloczyn wektorowy wektorow u = [u1 s Uy, u3], V= [vl, Vy, Vs ],
e € &
UXVy = [u2v3 — U3V, U3V, — U Vs, ULV, —u2v1]= u, U, U,
Vi Vo W
(pierwszy wiersz to wersory osi).
Iloczyn wektorowy uxVv jest wektorem prostopadtym do wektoréw u, v, jego zwrot jest okreslony
przez regule $ruby prawoskretnej, a jego dlugosé jest rowna polu rownolegloboku rozpigtego na
wektorach u, v. Zatem potowa jego dtugosci jest rowna polu trojkata rozpietego na tych wektorach.
Iloczyn mieszany wektorow u = [ul, u,, u3], v=|[v,, V,, v3], w=|w, w,, W,
U, U, U
(ww)=(uxv)-w=det| v, v,
weow, w,

Warto§¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego wektorow u, Vv, Ww jest rowna objetosci
rownoleglo$cianu rozpigtego na tych wektorach. Zatem obje¢tos¢ czworoScianu rozpigtego na tych
wektorach jest rOwna

1 uy, U, U
V:gdet v,V Vv

W W, W
Niezerowe wektory u = [u1 s Uy, u3], V= [vl, Vy, Vs ]sq réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy

U, u, U
r =1
Vi Vo W

co jest rownowazne warunkowi
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u, U, U

wonow
Przy czym jesli w mianowniku jest zero to w liczniku tez powinno by¢ zero.
Niezerowe wektory u = [ul, u,, u3], V= [vl, V), v3], w= [wl, w,, w3]sq komplanarne
(wspolplaszczyznowe) wtedy i tylko wtedy, gdy

U, U, U

dettv, v, v, [=0
W W, W,

co oznacza zerowanie si¢ ich iloczynu mieszanego.

Prosta i plaszczyzna w R’
Elementy przestrzeni R’ bedziemy traktowac jako trojki liczb (x, y, z) i nazywaé punktami.
Réwnanie ogolne plaszczyzny.

Ax+By+(Cz+D =0

Uwaga
Wektor [A, B,C ] jest prostopadty do tej ptaszczyzny i nazywa si¢ wektorem normalnym.

Kat (ostry) miedzy plaszczyznami A;x + B;y + Ciz+ D; =01 Ax + By + Cyz + D,= 0 wyznaczamy na
podstawie cosinusa kata miedzy ich wektorami normalnymi

|4,4, + B B, + C,C,|
VA +B}+C2 4, + B +C)

cosQ =

Odlegtosc¢ punktu P(xo, vo, Zo) od ptaszczyzny Ax + By + Cz +D = 0 wynosi
dzM%+B%+C%+M

NA* + B +C?

Korzystajac z wlasnosci iloczynu mieszanego mozemy wyznaczy¢ réwnanie plaszczyzny
przechodzacej przez punkt P(xy, yo, zo) i réwnoleglej do dwoch danych nieréwnoleglych
wektorow u =[u1, Uy, Uy |, V=1|v,, v,, v3]

X=Xy V=Yoo Z7Z
det| u, u, u, =0

Yy V, V3

Podobnie rownanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspéliniowe punkty (x;, y1,2), (X2,
Y2, Z2), (X3, Y3, 23).
X=X Y=y =z
det| x, —x, y,-y; z,—2z |=0

X3 =X V3=V, Z3—Z

Roéwnanie odcinkowe plaszczyzny
i + Z + E — 1
a b c
(a, 0,0), (0, b, 0), (0,0, ¢) to punkty przecigcia tej prostej z osiami uktadu wspotrzednych



Geometria analityczna - Lucjan Kowalski

Rownanie kanoniczne prostej. Prosta przechodzaca przez punkt P(xo, yo, zo) 1 rOwnolegta do wektora
u= [ul, u,, u3] ma rOwnanie

X=Xy, Y=Yy Z—Z

u, u, U,

Jesli  przyjaé

= =t, to po przeksztalceniu otrzymamy réwnanie

parametryczne prostej
X=X,+tut, y=y,+tu,t, z=2z,+u,t
Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (xy, y1,21), (X0, Yo, Z0)
X=Xy _ V=Y _ 272
X1=X W= )Yo Z17%
Poniewaz prosta jest wyznaczona przez dwie nierownolegte ptaszczyzny Ax + By +Ciz+D; =01
Agx +B2y + CZZ + Dgz 0, to

Ax + By + Cz+ D =0
Ax +B,y+Cz+ D, =0

jest réwnaniem krawedziowym prostej.

Wektor kierunkowy tej prostej jest rowny iloczynowi wektorowemu wektorow normalnych
rozpatrywanych ptaszczyzn.

Odlegtosc¢ punktu P(xy, yo, Zo) od prostej o wektorze kierunkowym u = [u1 s Uy, u3] i przechodzacej
przez punkt Q(x1, y1, z1) Wynosi
€ € &
det| x,—x, »i—y, z-2
u u, Us
Ju” +u,” +uy’

Cosinus kata miedzy prostg o wektorze kierunkowym u = [”1 , Uy, u3] a ptaszczyzng Ax + By + Cz +D
=0 wyraza si¢ wzorem

d=

|Au1 + Bu, + Cu3|

NAP+ B>+ C* \Ju” +u,” +uy’

d=

Kwadryki w R’

Niepusty podzbior K — R® jest kwadryka jesli dla pewnej formy kwadratowej f{x, v, z) okreslonej
na R’ i liczby rzeczywistej ¢ mamy

K:{xeR2 :f(x,y,z)zd}
Jesli rozpatrywana forme sprowadzimy do postaci kanonicznej i ewentualnie przenumerujemy
zmienne, to rownania okreslajace kwadryki w R mozna pogrupowa¢ i zapisa¢ w postaci
Typ elipsoidalny

—+—=+—=1 elipsoida

punkt

S+t =-1 zbior pusty (elipsoida urojona)

N
S~
LS}

Typ hiperboidalny
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2 2 2
x° y oz . .
Z 4L 2 hiperboloida
a’ b
2 2 2
x° y oz .
SRS S stozek
a’ b
2 2 2
X + Y _ 2_2 =-1 hiperboloida dwupowlokowa

S
o
o

p paraboidalno-eliptyczny

+
®|‘<
8

S5}

paraboida eliptyczna

—
|><I\) QI\)|><I\)'\< Q|\>|
[N ()

y . .
—+ b_2 =1 walec eliptyczny
2
+ ;9/_2 =0 prosta
y2
+ s =-1 zbidr pusty

paraboidalno-hiperboliczny

Q|>< a|>< Q|><j§|>< a|><a
NNNNNN’UNI\)NI\)

2
- Z}—z =2z paraboida hiperboliczna
3
ey ==1 walec hiperboliczny
3?2
- b—2 =0 przecinajace si¢ plaszczyzny
Typ paraboidalny
y:=2px walec paraboliczny
2
;—2 =1 rozne plaszczyzny rownolegle
y> =0 plaszczyzna
2
2}_2 =—1 zbidr pusty
Zadania
Zadanie 1

Punkt C(2; 3) jest srodkiem odcinka o koncach A, B. Wiedzac, ze B(7; 5), wyznaczy¢ wspolrzgdne
punktu A.

(odp. A(-3; 1))
Zadanie 2
Sprawdzié, ze trojkat o wierzchotkach A(-3; -3), B(-1; 3), C(11; -1) jest prostokatny.
Zadanie 3
Niech u = [1,—2], V= [l,—l]. Wyznaczyé w=2u - v,

Czy wektory u, v s prostopadte?
Czy wektory u, v sg rownolegle?

W\, <u, v>.

(odp. nie sa prostopadle, nie sa rownolegle)
Zadanie 4
Wyznaczy¢ pole trdjkata o wierzchotkach A(-2; -4), B(2; 8), C(10; 2).
(odp. 60)
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Zadanie 5
Dane sg trzy kolejne wierzcholki rownolegloboku A(11; 4), B(-1; -1), C(5; 7). Wyznaczy¢
wspotrzedne czwartego wierzchotka.

(odp. D(17; 12))
Zadanie 6
Sprawdzié, ze punkt S (s1 , S2) przecigcia srodkowych trojkata o wierzchotkach A(a1 , d, ) ,

B(b,, b,), C(c,, c,) ma wspotrzedne
_a +b +¢ _a,+b,+c,

o3 3
Zadanie 7
Dany jest punkt S (1, 1) przecigcia srodkowych trojkata o wierzchotkach A(3, 8) , B(l 0, 2) , C.
Obliczy¢ wspotrzedne wierzchotka C.
(odp. (-10,-7))
Zadanie 8
Punkty o wspotrzednych (0, 0), (3, 0), (0, 4) sg sSrodkami bokow pewnego trdjkata. Ile wynosi pole
tego trojkata?
(odp. 24)
Zadanie 9
Koszt produkcji K jest liniowg funkcjg wielkosci produkcji P
K=e+fP
e - koszty state,
f - wspotczynnik kosztoéw, f> 0.
Wiedzac, ze koszty state sg rowne 100 oraz, ze wzrost produkcji o 100 sztuk powoduje wzrost
kosztow o 1000 zt, wyznacz funkcje kosztow.
(odp. K=100+ 10P)
Zadanie 10
Prosta przecina osie uktadu wspotrzednych w punktach (0, -2) i (6, 0).
Wyznaczy¢ rownanie
a) odcinkowe, b) ogdlne, c) kierunkowe, d) parametryczne tej proste;.

(odp.a) S+ =1.b) x=3y-6=0.¢) y=sx—2.d)
6 -2 3
Zadanie 11
Dana jest prosta 2x - y + 3 = 0. Sprawdz, ktore z punktow A(2, 1), B(-1, -4), C(-1, 1), leza na danej
prostej.
(odp. A —nie, B —nie, C — tak)
Zadanie 12
Znalez¢ punkty przecigcia prostej 2x - 3y + 6 =0 z osiami uktadu wspohrzgdnych.
(odp. (-3, 0), (0, 2))
Zadanie 13
Prosta o rownaniu parametrycznym

x=-2t+1
teR
y=4t-1

zapisa¢ w postaci ogélnej i kierunkowe;.
(odp. 2x+y—-1=0, y=-2x+1)
Zadanie 14
Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkty o wspotrzednych (2, 5) 1 (0, 7).
(odp. x+y-7=0)
Zadanie 15
Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkty o wspotrzednych (-1, 3) 1 (2, 5).
(odp. 2x=3y+11=0)
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Zadanie 16
Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt o wspotrzednych (2, -1), rownoleglej do prostej
2x+3y+1=0.

(odp. 2x+3y—-1=0)

Zadanie 17
Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt o wspotrzednych (2, 4), prostopadtej do prostej
2x+y—-5=0.

(odp. x=2y+6=0)

Zadanie 18
Wyznacz kat ostry miedzy prostymi y =—-3x+7, y=2x+1.
(odp. m/4)
Zadanie 19
Sprawdz, ze proste 2x+y—1=0, —10x -5y +12 =0 sg rownolegte.
Zadanie 20
Sprawdz, ze proste 2x+4y—-1=0, —4x+2y+12 =0 sa prostopadte.
Zadanie 21
Wyznacz odlegtos¢ punktu A(1, 2) od prostej 20x—21y—-7=0.
(odp. 1)
Zadanie 22
Wyznacz punkt symetryczny do punktu A(-2, 9) wzglgdem prostej 2x -3y +18=0.
(odp. (2, 3))

Zadanie 23

Wyznaczy¢ na ptaszczyznie zbidr punktow, ktorych wspotrzgdne spetniaja nierownosc:
a) X, +2x,<2;

b) -x, +x,>0,5;

Zauwaz, ze zbiorem rozwigzan nieréwnosci liniowej jest zawsze zbior wypukly - poiptaszczyzna (z
brzegiem lub bez brzegu).

Zadanie 24
Rozwigz graficznie uktad nieréwnosci:
2x,+3x, <6 2x,+x, <7
X, —x,<2 —-2x,+x, <3
a) 1 2 b) 1 2
X +x, 2-1 2x, —5x, <1
X, =2 x 20, x,20
—2x,—x, 24
—2x,+x,<3
—2x,+x,<3
c) 1 2x, —5x, <1 d)
2x, —5x, <1
x 20, x,20
x 20, x,=20

W przypadku gdy zbior rozwigzan uktadu nierdwnosci jest niepusty podaj przyktad punktu nalezacego

do zbioru rozwigzan i wyznacz wierzchotki zbioru rozwigzan.

10
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Zadanie 25
Dany jest zbior wypukty:

a> RV
o T

5 7

\\

Wyznacz uktad nier6wnosci liniowych, ktérego rozwigzaniem jest ten zbior.

Zadanie 26
Niech u = [— 1,0,3] , V= [0,2,1] . Oblicz iloczyn skalarny tych wektorow.
Czy wektory u, v sa prostopadte?
(odp. 3, nie sa prostopadte)

Zadanie 27
Dla jakiej wartosci ¢ € R wektory u = [0,3,4] iv= [4,c,—7] sa prostopadte.
(odp. c=4)
Zadanie 28
Dla jakiej warto$ci ¢ € R wektory u = [— 1,2,—2] iv= [c,—4,4] sg rownolegte.
(odp. c=-2)

Zadanie 29
Niech u = [2,3,5] , V= [1,2,1]. Oblicz iloczyn wektorowy tych wektorow.

(odp. [-7,3.1])

Zadanie 30
Niech u = [6,3,—2], V= [3,—2,6] . Oblicz pole réwnolegloboku rozpietego na tych wektorach.

(odp. 49)
Zadanie 31
Wyznaczy¢ pole trojkata o wierzchotkach A(1; 1; 1), B(2; 3; 4), C(4; 3; 2).

(odp. 2\/6 )

Zadanie 32
Niech u = [2,—1,—1] , V= [1,3,—1] , W= [1,1,4]. Oblicz iloczyn mieszany tych wektorow.

(odp. 33)

Zadanie 33
Sprawdzi¢, ze dla dowolnych wektorow u = [ul, u,, u3], V= [vl, vy, v3], w= [wl, w,, w3]; wektory
u+v,v+w, w—u sa komplanarne.
Zadanie 34
Sprawdzié, ze wektory u = [2,5,7], V= [1,1,—1], w= [1,2,2]. sg komplanarne.
Zadanie 35
Wyznaczy¢ objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach A(2; 2; 2), B(4; 3; 3), C(4; 5; 4), D(5; 5; 6).

(odp. 7/6)
Zadanie 36
Wyznacz odlegto$¢ punktu A(3, 5, -8) od ptaszczyzny 6x -3y +2z—-1=0.

(odp. 2)
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Zadanie 37
Napisz roéwnanie plaszczyzny przechodzgacej przez punkt o wspotrzednych (2, 3, 5), prostopadtej do
wektora u =[4,3,2].

(odp. 4x+3y+2z-27=0)
Zadanie 38
Napisz rownanie plaszczyzny przechodzgcej przez punkt o wspotrzednych (2, 3, -1), rownolegtej do
plaszczyzny Sx -3y +2z-10=0.

(odp. 5Sx-3y+2z+1=0)

Zadanie 39

-1
Wyznacz punkt przebicia ptaszczyzny 2x+3y+z—1=0 prosta XT ==

(odp. (2, -3, 6))

Zadanie 40
Wyznacz rzut punktu A(2, 3, -6) na ptaszczyzng x+2y+z+4=0.

(odp. (1, 1, -7))

Zadanie 41
Wyznacz punkt symetryczny do punktu A(1, 1, 1) wzgledem ptaszczyzny x+ y—2z—-6=0.
(odp. (3, 3,-3))
Zadanie 42
-1 +1
Wyznacz punkt symetryczny do punktu A(1, 1, 1) wzgledem prostej x2 = % =z {
(odp. (9/7, -4/7, -22/7))

Zadanie 43
Napisz rownanie prostej przechodzgcej przez punkt o wspotrzednych (5, 3, 4), rownolegtej do wektora

u=[25-8].
x=5 y-3 :z—4
2 5 -8

(odp. )

Zadanie 44
Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt o wspotrzednych (2, 3, 1), prostopadtej do
wektorow u = [2,3,1], V= [3,1,2].

x-1_ y-1_ z-1

dp. =
(odp 5 1 _7)

Zadanie 45

-1 z {x—6y—6z+2=0

) Xy
Wyznacz kat miedzy prostymi — = =
g A miedzy prosty 2 2x+2y+9z-1=0

-1 1’
(odp. cosp = g)
Zadanie 46

sg prostopadte.

X -1 z |3x+y-5z+1=0
-2 3

Wykaza¢, ze proste —= Pty
1 2x+3y—-8z+3=0

12



