Algebra macierzy. Uktady réwnan liniowych - Lucjan Kowalski

ALGEBRA MACIERZY. UKEADY ROWNAN LINIOWYCH.

MACIERZE

Macierza o wymiarach mxn (m na n) nazywamy prostokatng tablice, ktorej elementami jest
m-n liczb rzeczywistych, majaca m wierszy i n kolumn postaci

ay, 4ayp o, |
a, a4y ay, | < .
A= wiersze
e
aml am2 amn A\
kolumny

Stosujemy zapis A = [al.j ]mm lub 4= [aij] lub 4
Pierwszy indeks elementu macierzy a, okresla w ktorym wierszu macierzy jest ten element.

Drugi indeks elementu macierzy a,; okresla w ktorej kolumnie macierzy jest ten element.

clement - ~~— nr kolumny
macierzy a i ]
nr wiersza —/
Macierz ktorej wszystkie elementy sg rowne 0 nazywamy macierzg zerowa. Gdy wymiary
tej macierzy wynikaja z kontekstu lub sa nieistotne to stosujemy wtedy uproszczony zapis
A=0.

Macierz w ktorej jest tylko jedna kolumna nazywamy macierza kolumnowa albo wektorem.

Jesli m =n to macierz nazywamy macierza kwadratowg stopnia #.

a, dp a,
A= ) dy a,,
anl an2 ann

macierz kwadratowa stopnia n

Elementy a,,, a,,, ...., a,, stanowia przekatna tej macierzy.

nn

Sladem macierzy kwadratowej 4 nazywamy sume elementow jej przekatnej, co zapisujemy
tI‘A = all + a22 + ...+ ann

Macierz kwadratowa A4 = [al.j] jest diagonalna jesli a, =0 dla i# j, tzn. elementy poza

przekatng sa rowne 0. Stosujemy oznaczenie A4 =diag(a,,,a,,,....4,,)-
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a, 0 - 0
4o 0 a, 0
0 0 a

macierz diagonalna stopnia n
Macierz diagonalna jest jednostkowa jesli a, =1 dla i =1,....,n, tzn. wszystkie elementy na
przekatnej sg rowne 1.

I 0 0

0 1 0
A=

0 O 1

macierz jednostkowa stopnia n
Macierz jednostkowa stopnia n oznaczamy [, lub / (mozna tez spotka¢ oznaczenie E,

lub E).
Elementy macierzy jednostkowej mozemy zapisa¢ za pomocg symbolu Kroneckera &,
0 dy i#j
gdzie o, = gy =, Wtedy [ = [5,..].
Tl gdyi=j '
Macierz kwadratowa 4= [a,.j] jest (gbrna) tréjkatna jesli a; =0 dla i> j, tzn. elementy
pod przekatng sa rowne 0. Analogicznie jesli @, =0 dla i < j, tzn. elementy nad przekatng sa

réwne 0 to macierz jest (dolna) tréojkatna.

a,, 4ap a,, a, 0 0
0 a a a, a 0
A — 22 2n A — 21 22
O O ann anl an2 ann
macierz trojkatna (g(')rna) macierz trojkatna (dolna)

Zapis macierzowy
Przyklad (wektor produkcji)
Piekarnia wypieka: chleb staropolski, chleb baltonowski, bulki paryskie i kajzerki.
Pewnego dnia na I zmianie wypieczono:
500 szt. chleba staropolskiego,
1200 szt. chleba baltonowskiego,
500 szt. butek paryskich,
2500 szt. kajzerek.
Wielkosci te mozemy zapisa¢ wektorowo.
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500
1200
Y171 500
2500

i nazywa¢ wektorem produkcji (istotna jest informacja jaka jest interpretacja poszczegdlnych
sktadowych).
W tej samej piekarni na II zmianie wektor produkcji wygladat nastepujaco:
200
800
Wi = 0

100

(0 na trzeciej sktadowej oznacza, ze na Il zmianie nie wypiekano bulek paryskich)
Natomiast dla IIT zmiany wektor produkcji byt nastepujacy:

300

12000

Wi = 200

6000

Zauwazmy, ze suma tych wektorow

1000
B | 4000
w=w, +w, +w, = 1300
8600

jest wektorem produkcji catodobowe;.

Przyklad (macierz produkcji)

I, 11, IIT — oddziaty produkcji danej firmy,

A, B, C, D — produkty produkowane przez te oddzialy w ciagu jednej zmiany.
Niech

X1 Xio X3

Xo1 X X3 .. , . 1
w, = , W, = , Wy = - wektory produkeji poszezegoélnych oddziatow

X3 X3 X33

X41 Xa X43

Jesli wektory te zestawimy w jedng macierz to otrzymamy macierz produkcji catej firmy

M= x,.j]

4x3
x; — 1l08¢ 1 - tego produktu wytwarzanego przez j - ty oddzial,

np.
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10 0 5 «— A

20 25 0 <~ B
M = Produkt
0 10 5 «~C

15 5 20 <D

%/—/
1 17 a1

Oddz.
Uwaga. Np. x,, = 0 - oznacza, ze II oddziat nie wytworzy! ani jednej jednostki produktu A.

Macierz produkcji dobowej jest rowna sumie macierzy produkcji dla poszczego6lnych zmian.

Przyklad (macierz jednostkowych kosztow transportu)

Dwie cementownie I, II, zaopatrujg w cement cztery wytwornie betonu.

Jednostkowe koszty transportu (koszt [z1] przewozu 1 tony) do poszczegodlnych odbiorcow dla
cementowni I wynoszg odpowiednio 3,5, 8,4 a dla cementowni II: 6, 4, 10, 2.

Koszty te mozemy zapisa¢ w postaci macierzy kosztow jednostkowych:

[35 8 4
16 4 10 2

wytwornie betonu (odbiorcy)

} }cementownie (dostawcy)

Dzialania na macierzach
Mnozenie macierzy przez liczbe

Niech 4= [a”. ]m , ¢ — liczba rzeczywista.

Wtedy cAd= [ca,.j ]m (mnozymy przez ¢ wszystkie elementy tej macierzy).
Przyklad
1 2 0 2-1 2.2 2.0 2 4 0
2.-1 3 1|=(2(-1) 23 21|=|-2 6 2
0 -2 0 2.0 2-(-2) 20 0 -4 0

Transponowanie macierzy

Niech 4= [al.j] ,

mxn

wtedy A" = [aﬁ] _ (wiersze macierzy 4 zapisujemy jako kolumny macierzy AN.

X

Zauwazmy, 7€ (AT)T =A.

Przyklad
1237 [1 11
1 2 3] =[2 2 2
1 2 3 33 3

Dodawanie (odejmowanie) macierzy
Niech 4= [a,.j ]m , B= [by]

(rozmiary macierzy muszg by¢ zgodne),

mxn
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wtedy A+B=|a, +b,]

(dodajemy (odejmujemy) odpowiednie elementy macierzy).

mxn

Przyklad
1 2 0 2 4 0 1+2 2+4 0+0
-1 3 1[+|-2 6 2|=|-1-2 346 1+2]|=
0 -2 0 0 -4 0 0+0 -2-4 0+0
3 6 0
=-3 9 3
0 -6 0
Przyklad
Macierze produkcji dla poszczegdlnych trzech zmian firmy sg nastepujace:
10 0 5 10 0 O 5 00
20 25 0 20 15 0 10 0 O
"o 10 s =l s ol Mo 00
15 5 20 15 0 0 10 0 O

Zauwazmy, ze oddziat II nie pracuje na trzeciej zmianie, a oddziat I1I nie pracuje na drugiej i
trzeciej zmianie

Wyznaczymy macierz M produkcji tygodniowej tej firmy (zakladamy, ze w ciagu pigciu dni
roboczych produkcja jest identyczna).

M=5M+M,+M,)=

25 0 5 125 0 25
50 45 0 250 225 O

0 I5 5 0 75 25
40 5 20 200 25 100

Mnozenie macierzy
NleCh A = [a[k ]mxr > B = lbk/ ern

(liczba kolumn pierwszej macierzy musi by¢ rowna liczbie wierszy drugiej macierzy),
wtedy

A-B:{Za[k-bkj}
k=1

(mnozymy wiersze pierwszej macierzy przez kolumny drugiej macierzy).

mxn

Niekiedy wygodnie jest zapisywa¢ mnozenie macierzy w nastepujacy sposob (schemat
Falka):
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Przyklad
Niech
1 0 -1
-2 1 3 4 2 1 3
A= B=
0 0 -2 1 0 -1 0
-2 0 1

Wyznaczymy iloczyn tych macierzy (mnozenie to jest wykonalne bowiem macierz 4 ma 4
kolumny a macierz B ma 4 wiersze).

Stosujemy zapis (schemat Falka):

poszczegbdlne elementy macierzy AB
otrzymujemy mnozac odpowiadajacy
temu elementowi wiersz macierzy A4
przez znajdujaca si¢ nad nim kolumne
macierzy B.

np. (-2)-(-1) +1:3+3-0+4-1 =9

I 0 -1
te wymiary ) 1 3 B

muszg by¢
rowne \ﬁ 0 -1 0 d
—_ -2 0 1

00 -21 ] -2 2 1 «_

A ﬁ\ AB

Przyklad
Firma produkuje wyroby A, B stosujac trzy rodzaje surowcéw Sy, S, Ss.
Normg zuzycia surowcOw mozna zapisa¢ w tabeli np.

Surowiec (kg) |Wyrob A | Wyr6b B
S 1 0
S, 2 3
S3 4 2

lub w postaci macierzy

=

Il
N
N W O

} Surowce

wyroby
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100
Znajac wektor planowanej produkcji dobowej np. w = {200}

mozemy wyznaczy¢ (mnozac macierz norm zuzycia surowcOw przez wektor produkceji)
wektor zuzycia surowcow.

100
Z=N-w=|800 } zuzycie poszczegdlnych surowcow
800

Oznacza to, ze aby zrealizowa¢ zaplanowang produkcje nalezy codziennie zapewni¢ 100 kg
surowca S;, 800 kg surowca S; i 800 kg surowca Ss.

Potega macierzy
Jesli A jest macierza kwadratowa stopnianto 4* = 4-A4-...- 4.
k

Wlasnosci
a) mnozenie macierzy jest taczne, tzn. A(BC) = (4B)C, dlatego zapis ABC jest jednoznaczny,
b) mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.

AB + C) = AB + AC, (4 + B)C = AC + BC,
C) mnozenie macierzy nie jest przemienne,
d) AI=A,IA = A, o ile wymiary macierzy umozliwiajag mnozenie,
e) (4B)'=B'A",

f) tr(4B) =tr(BA), tr(A + B) = tr4 + trB, (A, B — macierze kwadratowe stopnia n).

Obliczanie wyznacznika macierzy

Wyznacznik obliczamy tylko dla macierzy kwadratowych (jest to liczba przyporzadkowana
macierzy kwadratowej).

Wyznaczniki macierzy niskiego stopnia mozna liczy¢ nastgpujaco:

Dla macierzy stopnia 1:  det[a] = a

. . a b a b
Dla macierzy stopnia 2:  det = J =ad-cb

c d

c

a b c

g h i

= aei + bfg + cdh - gec - hfa - idb.

Dla macierzy dowolnego stopnia (>1) wyznacznik mozna rozwija¢ (twierdzenie Laplace’a)
wzgledem wybranego wiersza lub wybranej kolumny (najlepiej wybra¢ wiersz lub kolumne z
najwigkszg liczbg zer).

Dopelnienie algebraiczne elementu a;; jest rowne (—1)"/ det 4, gdzie 4; jest macierza

otrzymang z macierzy A przez skreslenie i — tego wiersza oraz j — tej kolumny.
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Uwaga

Jesli w dowolnej macierzy A wybierzemy dowolne k& wierszy 1 k£ kolumn to elementy
znajdujace si¢ na ich przecigciu tworza macierz kwadratowa stopnia k. Wyznacznik tej
macierzy nazywamy minorem stopnia k. Zatem det 4, jest minorem stopnia n — 1.

Twierdzenie Laplace’a
Wyznacznik macierzy A4 jest rtowny sumie iloczynéw elementow dowolnego wiersza
(kolumny) tej macierzy przez ich dopetnienia algebraiczne, tj.
detA=a,(-1)""" det 4, +a,(-1)"* det 4, +...+a, (-1)"" det 4,
dla i — tego wiersza
detA=a (1) det 4, +a,,(-1)""/ det 4,, +...+a,(-1)"" det 4, dla j — tej kolumny

Twierdzenie Laplace’a pozwala sprowadzi¢ obliczanie wyznacznika macierzy stopnia n do
obliczania wyznacznikOw macierzy stopnia n — 1, np. rozwini¢cie wyznacznika czwartego
stopnia wzgledem pierwszego wiersza ma postac

det4 = =a,la;, ay;  ay|+

Ay Ay Ay Ay Ay Ay Ay dyp Ay
Przyklad
1 2 0 1
) ) ) 0 0 -1 2 . i
Obliczymy wyznacznik macierzy L1 0 0 rozwijajac go wzgledem drugiego
0O 3 2 0
wiersza.
1 0 1 1 21 1 2
det| OO =t"2 2Bl 1 ol + 1P 1 0] =9
oo 0 3 0 0 3 2
0 3 0

Dwa pierwsze sktadniki rozwinigcia zostaty pominigte bo sg rowne zero.

Uwaga
Jesli wyznacznik macierzy jest rOwny zero to macierz nazywamy osobliwg.
Jesli wyznacznik macierzy jest rézny od zera to macierz jest nieosobliwa.

Wlasnosci wyznacznika

a) detd =detd"

b) jesli macierz A4 jest stopnia n, to dla dowolnej stalej a mamy det(ad) = a"det4
c) detdB = detddetB
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d) dla macierzy nieosobliwej 4 mamy detd'4 >0,

e) jesli w macierzy A4 jest wiersz (kolumna) ztozony z samych zer to det4 = 0,

f) jesli w macierzy A4 sg jednakowe wiersze (kolumny) to det4 =0,

g) jesli wiersz (kolumne¢) macierzy 4 pomnozymy przez dowolng liczbe rzeczywistg to
wyznacznik powstalej macierzy bedzie rowny wyznacznikowi macierzy 4 pomnozonemu
przez t¢ liczbe,

h) jesli w macierzy 4 zamienimy miejscami dwa wiersze (kolumny) to wyznacznik powstatej
macierzy bedzie réwny — detA,

1) wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie, je$li do pewnego wiersza (kolumny) dodamy
inny wiersz (kolumne¢) pomnozony przez liczbe r6zng od zera.

j) wyznacznik macierzy trojkatnej (pod przekatng same zera) jest réwny iloczynowi
elementéw na przekatne;.

Uwaga

a) operacje na  wierszach  (kolumnach) o  ktérych mowa w  punktach
g), h), 1) nazywamy operacjami elementarnymi,

b) Wtlasno$¢ i) pozwala uprosci¢ liczenie wyznacznika macierzy jesli wykonamy takie
operacje na elementach wiersza (kolumny) ktére wyzeruja pewng liczbe elementow.

Przyklad
2 1 -1
Obliczymy wyznacznik macierzy 2 f 1 4 zerujac niektore elementy w trzeciej
2 0 1 1
kolumnie. )
+ + +
2 1 -1 l 2 1 -1 3]
det 0 2 1 l _ det 2 3 0 6 _
4 1 1 -1 6 2 0 2
2.0 1 1 4 1 0 4]
236 PP p o3¢
=-D'¢Dle 2 2 l l =-l0 -7 -16/ =
4 1 4 0 -5 -8

N Te I T
-5 -8

(strzatki wskazuja, ktory wiersz jest dodawany (po ewentualnym pom-nozeniu przez liczbe)
do wskazanego wiersza inny sposéb zapisu to np. Iy + IIy, -2 I, + IIIy).

Wyznaczanie macierzy odwrotnej

Niech 4 bedzie macierzg kwadratowg stopnia 7.

Macierza odwrotna do macierzy 4 jest macierz A spetniajaca warunki:
A A=4-4"=1

Gdzie [ jest macierzg jednostkowg stopnia 7.
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Wiasno$¢: tylko dla macierzy nieosobliwych istnieje macierz odwrotna.
Macierz odwrotng mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

Sposoéb I (metoda dopelnien algebraicznych):

at=——la]

- det 4

gdzie Ap jest macierzg dopetnien algebraicznych elementéw macierzy 4.

Uwaga
W szczegdlnym przypadku gdy mamy nieosobliwg macierz stopnia 2:

=

to
-1 1 d _b
ad —cb|—c a
Przyklad
1 -1 0
Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy A= |0 2 2|.
0 -1 1
Zauwazmy, ze detd = 4 wigc 4™ istnicje.
"2 2 02‘ ‘0 2|1
L B U 4 0 o] [1 025 -05
1] -1 0 1 0 1 -1 1
A =—|- - =— 1 1 1| ==0 025 -05
2 B o S R | B (NP 0 025 05
-1.0 1 o 1 -1 o ’ :
|2 2 0 2 0 2]

Sposob 11 (metoda przeksztalcen elementarnych)

Wilasnos¢

Anxn — macierz nieosobliwa, Iy, — macierz jednostkowa. Jesli [/, B] otrzymamy za pomoca
operacji elementarnych na wierszach macierzy [4, I] to B=A"".

Przyklad
Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy

1
A=10
2

_— = N
— N W

det4 = 1 zatem A jest macierzg nieosobliwa.

10
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A I przeksztatcenie
1 2 3 1 0 0
0 1 2 0 1 0
2 1 1 0 0 1 | 2wl + wllII
1 2 3 1 0 0 [—2wIl+wlI
0 1 2 0 1 0
o -3 5|2 0 1 | 3wl + wlll
1 0 -1 1 -2 0 |wlI+wl
0 1 2 0 1 0 |—2wlI+ wll
0 0 1 |2 3 1
1 0 0 | -1 1 1
0 1 0 4 -5 2
0 0 1 | 2 3 1
I AT
-1 1 1]
Zatem A=l 4 -5 -2
-2 3 1
Wiasnos$é

— macierza odwrotna do macierzy jednostkowej jest ta sama macierz tzn. I'' =1,

- (diag(an,azz,...,a,m))_l = diag((an)_l’(azz )_17""(am1 )_1)
Ah'=4,
Ah'=uhH,

- UB)"'=3B)"'UW",

— det (4" = (detd)™.

Rzad macierzy

Niech 4 begdzie dowolng macierza.

Rzedem macierzy A4 jest stopien najwigkszej podmacierzy kwadratowej nieosobliwej
otrzymanej z A przez wykreslenie pewnej liczby wierszy i (lub) kolumn czyli maksymalny
stopien nieosobliwego minora tej macierzy.

Rzad macierzy bedziemy oznaczac rzA lub rA.

Uwaga

a) Rzad macierzy jest rowny zero tylko dla macierzy zerowe;,

b) Rzad macierzy jednostkowej stopnia n jest rowny n,

¢) Rzad macierzy A" jest rtowny rzedowi macierzy 4,

d) Rzad macierzy nie moze przekracza¢ zadnego z wymiarOw macierzy,

e) Jesli macierz kwadratowa jest nieosobliwa to jej rzad jest rOwny stopniowi tej macierzy,

f) Jesli dowolny wiersz macierzy pomnozymy przez stata r6zng od zera i dodamy do innego
wiersza to rzad macierzy nie ulegnie zmianie. Jesli zamienimy dwa wiersze mi¢dzy sobg
miejscami to rzad macierzy nie ulegnie zmianie. Podobne operacje mozna wykonywac na
kolumnach macierzy.

g) Jesli wykreslimy wiersz (kolumng) ztoZzony z samych zer to rzad nie ulegnie zmianie.

11
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Przyklad

0. 13 2 0
-1.2.0 10
otrzymamy podmacierz kwadratowg stopnia 2 nieosobliwa.

Rzad macierzy 4 = { } jest rdowny 2 bo wykreslajac kolumny 1, 4 1 5

Przyklad
~1 0 2 0 1

Wyznaczymy rzad macierzy A= 0 . 1 0 -1
1 1 ~1 0 -2

Wykonujac elementarne dzialania na wierszach (patrz wlasno$¢ f) powyzszej uwagi) dazymy
do uzyskania pod przekatng elementéw zerowych.

-1 0 2 0 1 -1 0: 2 0 1
rzZA=rz| 0 1 1 0 —-1|=rziO 1: 1 0 —-1|=2
O 1 1 0 -1 0O 0 0 0 O

Najpierw dodalismy I wiersz do III wiersza, nastgpnie Il wiersz pomnozyliSmy przez (-1) 1
dodalismy do III wiersza.

MACIERZE - Zadania

Zadanie 1
a) Niech
3 0
21 0 -1 2 =2 4 -1 0 3
{02—2 1} 0 -1 {1220}
1 0

Wyznacz macierz A’ +2B-C".

: : s r_| 3 6
b) Wyznacz macierz X wiedzac, ze (3X ) = 6 0

c) Wyznacz macierze (A, C to macierze z punktu a))

1) A+C, 2)4A-3C,  3)0,5ANT, 4)(-A-O)f, 35 @A+O)".
4 -1
4 6 —4 0 X 1 -2
(op.a)0_6,) —20)
-2 1

12
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Zadanie 2

Przyjmujac macierz produkcji dobowej (patrz przyktad)

125 0 25
M= 250 225 0
0 75 25
200 25 100
1 wiedzac ze wektor cen jednostkowych (tys. zt) dla produktow A, B, C, D ma posta¢

2
5
=l
3

wykonujac mnozenie W =M"-p wyznacz wektor wartosci produkcji.

dukcji?

(odp. W =| 1275 |, najmniejsza warto$¢ produkcji ma oddzial trzeci)

Ktory oddzial ma najmniejsza warto$¢ pro
2100
375
Zadanie 3
) 1 0 -1/,
a) Dla macierzy A = 1B=
2 3 =2

wyznacz iloczyny A-B 1 B-A,

U bt
—_ O N

1
b) Niech AZ{ 5

0}
, B
-1

¢) Wyznacz macierz X jesli

0 1
b) A-B = ,B-A=
3 -3

Zadanie 3-1

B

. g8 2
a) Niech A = ,
4 1

Zauwaz, ze A-B=0, lecz A#0 1 B#0.

1 -2
-4 8

1 T . RT AT
, wyznacz A-B ,B-A,(A-B) iB-A

T

170
0 -1 1]t 2 -2 -3x=|-2]]1
0|3
56
-2 1
(odp.a)A-B={ | 2},B-A— 1
53
-2 -1 0 3
((AB)' = LBLAT=
-5 -1 1 -3
c) X

o .

)

Zauwaz, Ze mnozenie macierzy nie jest przemienne.
Zauwaz, ze spelniona jest wlasnosé (A-B)" =BT-AT

} , wyznacz A-B.

13
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b) Az, Baxi, Csxi, D3xa. Czy mozna wykona¢ dziatania
1)C'DB, 2)AB-A'C, 3)B'B-C'C, 4) AD-B', 5)BC’-D".
Gdy dzialanie jest wykonalne okresl wymiary wyniku.

Zadanie 4
Uzasadni¢, ze dla macierzy kwadratowych zachodzi wtasnos¢
tr(AB) = tr(BA)

Zadanie 5
2 3 -2
Oblicz ABiBAjesliA=|4 5 2|,
6 7 8
1 0 0 1 00 000
a) B=[0 a 0/, b B=|0 1 bl ¢ B=[0 0 1|,
00 1 00 1 000
2 3 -2
(odp. a)AB{ , BA=|4a 5a 2a|,
6 7a -6 7 8|
3 3-2 2 3 -2
b)AB=| 4 5 5b+2|, BA=|4-6b 5+7b 2+8b]|,
—6 7 7b+8 —6 7 8 |
00 3 0 0 0]
¢)AB=|0 0 5|, BA=|-6 7 8|
00 7 0 0 0]
Zadanie 6
Oblicz,
01 0] a 1 0] 1 o7
a) 00 1|, b 0 a 1|, ¢ 02 0
000 00 a 00 -3
gt A1) 2" n2"' 0
(0dp.2)0.b) | g o ot LolO 20 0 |)
0 0 a" 0 0 (-3
Zadanie 7
Oblicz f(4) =x>—2x+5 jeéliA=B _13},
(odp. r _9}
6 -2
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Zadanie 8
Oblicz wyznaczniki macierzy:
5 ! 1 2 3 1 -2 0 1 2 -2 0 1
A={ },B=123, C=(0 0 0 2 D=0 -1 0 24,
3 00 1 1 0 30 0 0 30
0 -1 2 0 0 0 01
(odp. detA =7, detB = 0, detC = -2, detD =—6)
Zadanie 9
Oblicz wyznaczniki macierzy:
_ . -1 50 0 0 O]
2 300 O
0 03 -2 00
4 5 00 O
0 02 -500
A=|1 7 1 1 1|, B= ,
-36 0 0 0O
-1 3 2 3 4
0 00 0 45
9 8 4 9 16
- - L0 0 0 0 3 4]
(odp. detA = -4, detB =-99)
Zadanie 10
a) Macierz A ma stopien 3 i detA = 5. Ile wynosi wyznacznik macierzy:
1) A% 2) 4A, 3) 0,25(AY)’, 4) A, 5)8A".

b) Sprawdz, ze det@(BA)" B" 4")=4", dla dowolnych nieosobliwych macierzy A, B stopnia 7.
¢) Sprawdz, ze det((247)" 47 (44" )" =2, dla dowolnej macierzy A stopnia 7 i detA = 2.

Zadanie 11
Rozwiagz réwnanie:
3 x -4
a) 2 -1 3|=0
x+12 0 4
I x x
b) x 1 x|=0
x x 1
0 1 —X
C) 2 1+x 8 |=14
0 2 5x
(odp. a)-10,2;b)-1,0,5;¢)-1)
Zadanie 12
Wyznacz (jezeli istnieje) macierz odwrotng do macierzy:
1 23 1 1 -1
a) (1 4 0f; b |2 -2 2|
0 2 1 -3 3 3
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Lo 1 1 1 1 1 000
1 1 -1 -1 00 0 1
|0 0 21;d ; e) :
1 -1 1 -1 01 10
-1 1 0
1 -1 -1 1 1 01 1
11
0,5 05 -15 % 4
(odp. a) | -0,125 0,125 0,375, b) 5 0
0,25 -025 0,25 . 1
| 4
0,25 025 025 025
0 0,25 025 -025 —0,25
0,25 -0,25 025 -0.25/
0,25 -0,251 —-025 0,25
Zadanie 13

AN~ |~ O

QC)

Wyznacz (stosujac jedng i drugg metode) macierz odwrotng do macierzy:

-1 -2
A= ,  B=

Zadanie 14
Wyznacz macierz X jesli
2 0 0] 1

X=|0
| -1

a) 2
1
0 [0
2
1

—_— W O = W

g)

{7

200
1 3 2],
0 1 1

b)

X-

[:

S = N
—_— W O

16

1 00
0].

0

Nawv)

1
0 0

S = N = N O

1

0,5

-0,5

0,5

0,5
0,5
0

0
1

-1

0

0,25
0,25
0,5

0

S O = O

-0,5
0,5
0

b

-2 7[1 =1)
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0,5 0 05
(odp.a) X =| 15 |,b) X-=[-05 -1 3], ¢c) X=|-1 -45
-25 1 6,5
P R I I R N P 1 vxo[0 -2
.= ,e = . = . =
~05 1 -1 34 —18 68 ~3 -3
0 0
Zadanie 15
Znalez¢ rzad macierzy:
. 2 2
2 3 4 340 0 1
3 3 0 020 0 2
a) [2 1 2 7|;b) |0 0 1 1[; ¢ : d) , e |3 2,
4 5 -10 3 0 -1 1 1
1111 1 00
- 1 2 0 0
i 1 1 1 1
00 2 0 1 5 1 3 | 1 -1 -
Hiro 10 2hg | ORI ok
21 -1 0 -1
. 1 -1 -1 1
(odp. a) 3,b)3,¢)2,d) 2,e) 2,1 3,2 2,h) 1,i) 0, j) 4)
Zadanie 16

1

c
(odp.1z4 =1, gdy c =1 lub ¢ = -1, rz4 = 2, dla pozostatych c)

c
Wyznacz rzad macierzy 4 = L } w zaleznosci od parametru c.

Zadanie 17
Ile powinien wynosié¢ wyznacznik macierzy A spetniajacej rownanie 4> — A" =0.
(odp. 0 lub 1)

Zadanie 18
Oblicz
1 1 1 1 1
0 0 01
1 11 2 0
0 011
a) det ,bydetf1 1 3 0 0
01 1 1
1 4 0 0 O
1 1 1 1
50 0 00

17
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UKEADY ROWNAN LINIOWYCH
Uklad réwnan liniowych — posta¢ macierzowa
Uktad réwnan liniowych ma posta¢ ogdlna:
a,x, +a,x, +..+a,x, =b,
Ay X, +apX, +...4+0a,,x, =b,

*)

a,x, +a, ,x,+..+a,x =b,

mn--n

a, —wspolczynniki; x, —niewiadome; b, —wyrazy wolne

n — liczba niewiadomych; m — liczba rownan

Jesli A= [al./. ]mm — macierz wspoiczynnikow
xl bl
X =|: — wektor niewiadomych; B=|: — wektor wyrazoéw wolnych
xl’l bm
to powyzszy uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
AX =B

Jesli B =0 to uktad nazywamy jednorodnym.
Macierza rozszerzong uktadu (*) nazywamy macierz
M =[A|B]
(do macierzy wspotczynnikéw dopisujemy kolumne wyrazow wolnych)

Uktad n liczb (x, x2, ..., X,) spelniajacych kazde rownanie uktadu (*) nazywamy
rozwiazaniem tego uktadu.

Uktad réwnan liniowych moze by¢:

— oznaczony (ma doktadnie jedno rozwigzanie),

— nieoznaczony (ma nieskonczenie wiele rozwigzan),
— sprzeczny (nie ma zadnego rozwigzania).

Uwaga
Uktad jednorodny nie moze by¢ sprzeczny, (ma przynajmniej rozwigzanie zerowe).

Wiasnosci uktadu rownan liniowych charakteryzuje na podstawie rzedu macierzy
wspotczynnikdw A i rzedu macierzy rozszerzonej M twierdzenie Kroneckera - Capellego:

Twierdzenie
Jesli rzA # rzM  to uktad (*) jest sprzeczny (nie ma zadnego rozwigzania).
Jesli rzA =rzM =n to uktad (*) jest oznaczony (ma doktadnie jedno rozwigzanie).

Jesli rzZA =rzM <n to uklad (*) jest nieoznaczony (ma nieskonczenie wiele rozwigzan).
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W ostatnim przypadku niewiadome dzielimy na niewiadome bazowe 1 parametry.
Rozwigzanie zalezy od n - 7zA parametrow, natomiast liczba niewiadomych bazowych jest
rowna rzA.

Metody rozwiazywania ukladow réwnan liniowych

1. Metoda macierzowa
X=4"'B

(mozna stosowa¢ gdy m =n 1 detd # 0, wtedy uktad jest oznaczony).

Przyklad
x+y+z=0
x+z=-1
y+z=0
Rozwigzanie.
111 -1 -1 17 1 o0 -1
A=[1 0 1 detA =—1 A'=—0 1 -1| =1 -1 0
01 1 1 0 -1 -1 1 1
1 0 -170 0 |« x
B=|-1 X={1 -1 0|-1|=|1 |y
0 -1 1 10| |-1|«z

Zatem rozwigzaniem tego uktadu roéwnan sg liczby x =0, y = 1, z = -1, fakt ten mozemy
sprawdzi¢ podstawiajac te liczby do réwnan uktadu i poréwnac strony.

2. Metoda wyznacznikowa

Twierdzenie Cramera

Jeslim=n 1 detd # 0, wtedy uktad jest oznaczony (uktad Cramera) oraz:

W, w, W,
XIZW, xzzw, ......... XHZW

gdzie W =det4, Wiy=detd; j=1,2,..,n

A; —macierz otrzymana z 4 przez zastgpienie j-tej kolumny przez kolumne wyrazow
wolnych.

Uwaga

Jesli W= 0 1co najmniej jeden wyznacznik W; # 0 to uktad jest sprzeczny.
Jesh W=Ww,=W,=...=W,= 0 toukfad jest sprzeczny lub nieoznaczony.
Przyklad
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x+y+z=0
x+z=-1
y+z=0
Rozwigzanie.
1 11
A=|1 0 1 detd=-1=W Wy=0,W,=-1, Wy=1
0 1 1

zatemx =0, y=1,z=—1.

3. Metoda eliminacji Gaussa

Przeksztalcenia elementarne uktadu rownan liniowych.

a) mnozenie roGwnania przez liczbe r6zng od zera,

b) zmiana kolejnosci rownan w ukladzie,

c) dodanie do dowolnego réwnania innego réwnania tego uktadu pomnozonego przez

dowolng liczbg.

Wykonywanie przeksztalcen elementarnych na danym uktadzie réwnan nie zmienia zbioru
jego rozwigzan (otrzymujemy uklad rownowazny danemu).

W przypadku zapisu macierzowego powyzsze operacje wykonujemy na wierszach macierzy
r0ZSZerzonej.

Stosujac operacje elementarne na wierszach macierzy rozszerzonej przeksztalcamy macierz
rozszerzong do postaci:

- _ o o~ A
an dip e Ay | Qe ay, | b
~ ~ |~ ~ [

0 ap dap | A2r+1 dapn | by
0 0 Zirr : arr+] Zim : br
- === —= 1T-"—-———"—"—"—"—-"—— <
0 0o 0 0 0 0 0 |54

S l .
I |~
0 0 0 03 0 0 0 ib
(U 0 01 0
l l
. .. : cee : e
| 0 o o0 o0} O 0O 0 |} 0 |

gdzie a;,, dy, ..., @, #0; r=rzA4

— Jeslidlapewnegoi=1,2, ..,k l;m # (0 to uktad sprzeczny,

— Jeslidla 1=1,2,..,k b, =0 1r<n to uklad nieoznaczony, zmienne x,+1, X.+2, ..., X

przyjmujemy, ze s3 parametrami (mogg przyjmowac¢ dowolne wartosci) 1 przy
wyznaczaniu niewiadomych bazowych przenosimy je na prawa strong traktujac jak wyrazy
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wolne, niewiadome x;, x,, ..., X, przyjmujemy, ze sa bazowe iobliczamy ich wartos¢
rozpoczynajac od najnizszego roOwnania roznego od zera (obliczone wartosci podstawiamy
do kolejnych rownan).

— Jeslidla i=1,2,..,k b, =0 1r=n touklad oznaczony, wszystkie niewiadome sa
bazowe i obliczamy ich warto$¢ rozpoczynajac od najnizszego rOwnania réoznego od zera.

Przyklad
X +x,+x,—x;=0
2x, +x; =1
— X+ X, =Xy +x, —xg=—1
Rozwigzanie.
1 1.0 1 -170
M=2 0 1 0 0 i 1
11 -1 1 -11-1
Po zastosowaniu przeksztalcen elementarnych otrzymamy:
1 1. 0 1 -1,0

|
|
~ |
M=|0 -2 1 -2 211
|
|
i

0O 0 0 0 010
X1, X, — przyjmujemy, ze sa bazowe
X3, X4, X5 — przyjmujemy, ze s3 parametrami
z réwnania II —2x, +x; —2x, +2x, =1
obliczamy x, =—0,5+0,5x; — x, + x;
z rOwnania I x, +x,+x, —x; =0 po podstawieniu x,
obliczamy x, =0,5-0,5x,
Uwaga

W przypadku uktadu nieoznaczonego mozna rozpatrywaé rozne uktady niewiadomych

n
bazowych (wszystkich takich uktadow jest najwyzej (J) Rozwigzanie uktadu
r

nieoznaczonego jest rozwiazaniem bazowym jesli pod parametry podstawiamy warto$¢ zero.
Rozwigzania bazowe sg przydatne w zagadnieniach optymalizacji.

Rozwiazania bazowe ukladu nieoznaczonego

Z metody Gaussa wynika istnienie rozwigzania bazowego (pod parametry podstawiamy zera).

Rozwigzan bazowych moze by¢ wiele. Aby otrzymaé inne rozwigzanie bazowe nalezy

przyja¢, ze w nowym rozwigzaniu bazowym jeden z dotychczasowych parametrow bedzie

zmienng bazowa a jedna z dotychczasowych zmiennych bazowych bedzie parametrem.

Nastepnie pod nowe parametry podstawiamy wartos¢ 0 1 rozwigzujemy otrzymany uktad

réwnan liniowych.

Mozliwe sg dwie sytuacje:

— otrzymany uktad jest oznaczony i otrzymujemy nowe rozwigzanie bazowe,

— otrzymany uklad jest nieoznaczony lub sprzeczny, wtedy nalezy szuka¢ innego
rozwigzania bazowego.
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n
Wszystkich rozwigzan bazowych nie moze by¢ wiecej niz ( j .
r

Przyklad
Rozpatrzmy uktad réwnan:

X =X, +x;—2x,=4
{ X, +x;—x, =2
Macierz rozszerzona tego uktadu jest rowna
1 -1 0 0 1 -2|4
[0 1 1 -1 0 O ‘ 2}
jest to uktad nieoznaczony r =1z4 =rzM =2, n=6.
Niech x;, x, — zmienne bazowe; x3, X4, Xs, X¢ — parametry, rozwigzujac uktad:

x —x,=4 . .
5 otrzymamy rozwigzanie bazowe (6, 2, 0, 0, 0, 0).
X, =
Rozpatrzmy nowy uktad niewiadomych x;, xs — zmienne bazowe;
X2, X3, X4, X6 — parametry, wtedy odpowiedni uktad:

x =4 . o L
{ ' jest sprzeczny, zatem uktad ten nie daje rozwigzania bazowego.

Rozpatrzmy nowy uktad niewiadomych x;, x3 — zmienne bazowe;
X2, X4, X5, X6 — parametry, wtedy odpowiedni uktad:

x, =4
{ ! 5 daje rozwigzanie bazowe (4, 0, 2, 0, 0, 0).
Xy =

Przyklad
Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania bazowe dla uktadu rownan:

X, +3x,-2x;-x, =6
X, —x,+x,=0

Uwaga. Wszystkie 6 mozliwosci najlatwiej rozpatrzy¢ wypeiajac tabelke:

Zmienne bazowe

(D 2 3) 4) ) (6)

Zmienn X1 X2 X1 X3 X1 X4 X2 X3 X2 X4 X3 X4
e
X1 0 0 0
Xo 0 0 0
X3 0 0 0
X4 0 0 0
W tym celu rozwigzujemy uktady rownan:
X, +3x,=6 x, =L5 X, —2x,=6
(1) ()
X —x,=0 x, =15 x, =0
x,—x,=6 x, =3 3x,—2x,=6
(3) { 1 4 { 1 (4) { 2 3
x+x,=0 x, =-3 X, =
3x,—x, =6 x, =3 -2x,—x,=6
(5) { 2 4 { 2 (6) { 3 4
-x,+x,=0 x, =3 X, =
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wyniki wpisujemy do tabelki

Zmienne bazowe

() ) €) (4) ©) (6)

Zmienne X1 X2 X1 X3 X1 X4 X2 X3 X2 X4 X3 X4
X| 1,5 0 3 0 0 0
X 1,5 0 0 0 3 0
X3 0 -3 0 -3 0 -3
X4 0 0 -3 0 3 0
Zatem rozwigzania bazowe sg nastepujace:
(1,5; 1,55 0; 0); (05 0; =3; 0); (35 0; 0; =3); (05 3; 0, 3).
UKEADY ROWNAN - Zadania
Zadanie 1
Rozwiaz uktad rownan metodg macierzy odwrotne;j:
2x,+x, —x; =3 X +x,—x;,=0
2x,—x,=5 x +x,=5 b b
a) , b) ,€) 1 X +2x,=-1 d) 92x,—x,+3x;,=9
x, —2x, =1 X —x,=-1
X —x;=2 X —x;=-2

X +x,+x;+x,=2  |x+x,-x+x,=4

) 2x,—x,=2 N 2x, —x, +3x;, - 2x, =1

e

—X;+2x,=2 X —x,+2x,=6
-x,+x,=1 3x,—x,+x,—x,=0

(odp. a) (3,1),b) (2,3),¢) (1,0,-1),d) (1,2, 3),e) (1,0,0, 1), H) (1, 2, 3, 4))

Zadanie 2
Rozwiaz uktady rownan z zadania 1 metodg Cramera.

Zadanie 3
Rozwigz uktady réwnan metoda Cramera:

X —x+x,=1 X +x,—x,=1

2x, —x, =2 2x, —x, =2
2 3x,+x;,=3 3x,+x,=3

4x, —x, =4 4x, —x, =4

(odp. 2) (1,0, 0,0),b) (1, 0,0, 0))

Zadanie 4

Sprawdz, czy nastepujace uktady réwnan sg sprzeczne:
=3x,+x,+x,+x, =1
X —x,=2 X +2x,—x,=1 X =3x,+x;+x, =1
) {2xl—4x2=8 {2xl—4x2—3x3=2 © X +x,=3x,+x,=1

x +x,+x,-3x, =1
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Zadanie 5
Rozwigz uktad rownan metodg eliminacji Gaussa:

X +x,—x,+x,=4

2x,+x,—x; =5 X, +3x; —3x;=5
2x,—x, +3x; - 2x, =1
a) x,—2x, +2x, =-5 b) c) =Tx;+x,+x,=8
X —x;+2x,=6
Tx,+x, —x; =10 X, +2x;—x; =1

3x,—x,+x,-x,=0

2%, = 3%, +%; =3 2x,+7x, +3x,+x, =6

X, —x;=3
d) e) <3x,+5x,+2x;+2x, =4
3x,+x,=8
13x2_3x3:8 9x1+4x2 +X3 +7x4:2
(odp. a) uktad nieoznaczony, np. X3 — parametr, x, =x3 + 3, x; =1,
b) uktad oznaczony, x| =1,x, =2,x3 =3, x4 =4,
c¢) uktad nieoznaczony, np. X4, X5 — parametry,
d) uktad sprzeczny,
e) uktad nieoznaczony, np. X3, X4 — parametry )
Zadanie 6

Przeanalizuj rozwigzalno$¢ nastepujacych uktadow rownan z parametrem:

X =X, +2x,+3x,=0
kx, +x, +x, =0
2x, —5x, =1 2x, +x, —x; =3x, =0
a b) 4x, +hkx, +x; =0 C)
kx, +5x, =2k -5 X, —2x,+3x;+4x,=0
X, +x, +kx; =0
kx, +x, +2x, —x, =0

(odp. a) uktad nieoznaczony dla k = -2, dla pozostatych k uktad oznaczony,
b) uktad nieoznaczony dla k =-2 i1 k =1, dla pozostatych & uktad oznaczony
c¢) uktad nieoznaczony dla k = 15, dla pozostatych & uktad oznaczony)

Zadanie 7
Czy dany uktad réwnan ma rozwigzania niezerowe:

0 X =X, +2x;+3x,=0
—X +Xx,+x; =

X —Xx,= b —-X +x,+x;,=0 2x,+x,—x;,—3x,=0
a) b) <x,—x,+x;,=0 C) d)

X —x,+x;,=0 X, —2x, +3x; +4x,=0
X +x,—x,=0

X, +2x,—x,=0

(odp. a) tak, b) nie, c) tak, d) nie)

24



Algebra macierzy. Uktady réwnan liniowych - Lucjan Kowalski

Zadanie 8
Rozwiaz uktady rownan jednorodnych:

X =X, +2x;+3x,=0
X —2x,+x,+x,—x,=0
2x,+x,—x;—3x,=0
a) ¢ 2x+x,—x;+x,—x,=0 b)
X, —2x, +3x; +4x,=0
3%, =%, —2x;+x,—x;=0
X, +2x,—x,=0

(odp. a) uktad nieoznaczony, np. X4, X5 — parametr,
b) uktad oznaczony, x; = x; = x3 =x4 = 0)

Zadanie 9
Napisz uktad rownan ktorego jedynym rozwigzaniem s liczby
(1,-1,0,0,2).

Zadanie 10
Napisz uktad rownan nieoznaczonych, ktérego jednym z rozwigzan sg liczby (1, -1, 0, 0, 2).

Zadanie 12
Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania bazowe dla uktadu rownan:

8x, +16x, +x, =1280

2x,+x,—x;,=6
(b) 2x,+3x, —x, =12

10x, +5x, + x, =700
(a) 1 2 3

5x, —x5=35
(odp. a) (40, 60, 0, 0), (160, 0, -900, 0),
(70, 0, 0, 720), (0, 80, 300, 0),
(0, 140, 0, -960), (0, 0, 700, 1280),
b) (4,5;1,4,0,0), (2,5; 1; 0; —4; 0),
(1,55 35 05 0; 10), (6; 0; 6; 0; -5),
(3; 0; 0; =65 -5), (0, 1; -5; -9; 0),
(0; 4; -2; 0; 15), (0; 6; 0; 6; 25),
(0; 0; —6; —12; -5))
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Zadania powtorzeniowe.

Zadanie 1.
1 2 1 0
d) Niech A=|2 0 4|, B=|1 -1 2|, wyznaczA-B ,B-A,
1 2 3 3 2 1
8 0 7 4 6 6
Odp.a)AB=|16 10 4|,BA=|1 7 3
13 5 7 8 11 14
Zadanie 2.
Oblicz wyznaczniki macierzy:
5 1 -1 -2 -3 -1 -2 0 1 -2 -2 0
A={ },B=1 2 3 ,C=/0 0 02 D=0 -1 0
2 0 0 6 1 0 30 0 -1
0O -1 2 0 0 0
Odp. detA =5, detB =0, detC =2, detD =-2,.
Zadanie 3.
Wyznacz macierz odwrotng do macierzy:
3 22
1 2
A= , B=|1 3 1},
2 3
5 3 4
L8 -04 -08
-1 _3 2 -1
Odp. A" = 5 ,B- =102 04 -02],
-24 02 14
Zadanie 4.
Wyznacz rzad macierzy:
-3 1 0 0 3
1 000 0 2
A= , B=|-6 2| C=|2 0 1
-1 0 3 0 -1 3 3
3 42
0 0

Odp.rA=2,rB=1,rC=3.

Zadanie 5.
Rozwigz uktad réwnan:

X, —Xx;+2x,=6
—x, +3x, +4x, =7

a) 42x,—3x,+2x, =13 b)

X +x,+x;, =4

X +x,—x;+x, =4
3%, —x, +x;,—-x, =0

2x, —x, +3x; —2x, =1
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3x, +x, =8
0 3x, —2x, +x;, =4 d) 13x, —3x;, =8
X, =X, —X; =2 2x, =3x, +x;, =3
—2x, +2x;, =—6
X +x,—x;+x, =2
e) —2x,+x,+3x;—2x,=-2

X, —X, +2x,+3x, =4
a) ukl. oznaczony, x; =2,x,=-1,x3=3,
b) ukl. oznaczony, x; =1, x, =2, x3 =3, x4 = 4,
c¢) ukt. nieoznaczony, np. X3 - parametr,
d) ukl. sprzeczny,

e) ukt. nieoznaczony, np. x4 - parametr .

Zadanie 6.
Wyznacz macierz X jesli
200 2 200
a)|l 3 2] Xx=|0 b) X-|1 3 2=[6 0 -3]
0 1 1] -2 01 1
1
Odp.a) X =| 3 |,b) X-=[1,5 3 -9,
-5
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