MATEMATYKA lla - Lucjan Kowalski

CALKA NIEOZNACZONA
f - funkcja okrélona w przedziale E.
Funkcja pierwotna funkcji f w przedziale E nazywamy funkdr taly, ze
F'(X) = f(X) 0

xOE
Np. funkcp pierwotry funkcji f(x) = 2x + 3 xR
jest funkcja F(x) =%+ 3x bo F'(x) = 2x + 3,
Zauwamy, ze funkcje F(x) = X+ 3x +5 i F(x) = K+ 3x — 2 te sa funkcjami pierwotnymi
tej funkcji.
Ogolnie F(x) = X + 3x + C gdzie C - dowolna stata, jest fuakgierwotr funkcji
f(x) = 2x + 3.
Twierdzenie.
Jeili F(x) jest funkcp pierwotry funkcji f w przedziale E to kala funkcja pierwotna ma
post& ®(x) = F(x) + C.

Catka nieoznaczon funkcji f w przedziale E jest zbior jej wszystkich funkggpvotnych
czyli zbiér F(x) + C, gdzi¢(x) jest dowolrm funkcja pierwotry funkciji f.
Stosujemy zapis:

j f(x)dx=F(x)+C

Catkowanie = obliczanie catki nieoznaczonej.

Twierdzenie.
Jeli f jest ciggta w E to istnieje w tym przedziale catka nieozmama funkcji f.

Podstawowe wzory:

r+1

Ide:C J'dx=x+C J'xrdx=X +C r#-1
r+1
jldx=ln|>4+c jexdx:eX+C jaxdx: & +C
X Ina
jsinxdx:—cosx+C jcosxdx:sinx+C ,
Inne wzory.
j1+x2 dx=arctgx+C jx/lf7dx=arcsinx+c
jln xdx=x(Inx-1)+C Itgxdx:—ln|cos>4+C Ictgxdxﬂn|sinx|+C
j 12 dx=tgx+C j ——dx=-ctgx+C
COS” X sin‘ x
Przyktfad.
5
J-X\/_XdX:J-XZdX:X—SZ+C:—X2 Xx+C
2
Wiasnaosci.
jcf(x)dx: cj f (x)dx j[f (X) % g(x)]dx:j f (x)de_rJ-g(x)dx
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Przyktfad.
J‘Gx2 —4x+3dx = 6J' xzdx—4jxdx+3jdx= 2x° = 2x* +3x+C

Przykiad.

dx
P [
Catkowanie przez czsci.
[ £09g09dx= f(x)g(x) = [ f(x)g'()dx
Przykifad.

jxexdx:{gl(x)zx f'(x) = e} J»e dx=e*(x—1) +C
g(x)=1 f(x)=¢"

wm|
oﬂo'l|
N

Przyktad.
g(xX)=Inx f'(x)=1
jlnxdx= g'(x):% £(%) = x :xlnx—.[dx=X(Inx—1)+C

Catkowanie przez podstawianie.

[ f(9dx=[ f(g()g'@)at

1) IL:(()dx:In|f(x)|+C

2)  Jdli jf(x)dx=F(x)+c to jf(ax+b)dx=§F(ax+b)+C

Przykifad.

sinx =t
jesmx cosxdx=1{ cosxdx=dt } = J-etdt =g +C=e™+C

dx=—2dt
COSX
Przyktfad.
smx —sinx
tg xdx= X=- —In|cosx|+C

j g I co<x j COS X | XI
Przyktfad.

jcost -5)dx = %sin(Zx -5+C

Przykifad.
J-\/3x+2dx=%§(3x+2)3/2 +C =§(3x+2)\/3x+2 +C

3 6
dx x3dx X de— - +Cc==2xqx-=%x°
=[x3dx-[x x-2
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Catkowanie przez rozktad na utamki proste.
2 1

x—1 _ 3 3 —
J-mdx_j(x+lx 2 '[ dX+J dX——In|X+1|+—|n|X 2|+C

Przyktfad.
Koszt kraacowy ( koszt wyprodukowania x + 1 sztuki) wysast wzorem:

f(x) = 6x° - 200x + 1000
Wiadomo,ze koszt wyprodukowania pierwszej sztuki wynosi 1D5ki jest koszt
wyprodukowania 5 sztuk.
Rozwigzanie: K§) — koszt wyprodukowaniasztuk (funkcja kosztow).
Poniewa K'(x) = f(x) to
K(X) = j 6x2 — 200 +1000dx = 2x° ~100x> +1000x + C
Poniewa K(1) =102 to sfd C =-800.
Zatem K (x) = 2x® -100x* +1000x — 800 oraz K(5) = 1950.

CALKA OZNACZONA

Catka oznaczona funkcji cagtej.
f - funkcja okrélona i chgta w przedziale <a, b>.

[ f(x)dx=(F). =F(b)-F(a)

gdzie F - funkcja pierwotna funkcji f w tym przedis.

Uwaga.

Przyjmuje s¢, ze

a b a
jf(x)dx=o oraz jf(x)dx= —jf(x)dx
a a b
Przyktfad.

1

j(2x2+3x—2)dx @x +2x2 ZXJ

0

1
6

0
Uwaga. (wlasndci catki oznaczonej)

1) addytywnosé wzgledem przedziatdw catkowania
Jealic U<a, b>to

T f(X)dx = Jc' f (x)dx+Jtz f (x)dx

2) rownosé catek

Niech funkcjaf bedzie catkowalna na przedziale,j] oraz niech funkcjag rézni sie od
funkcji f tylko w skaiczonej liczbie punktow tego przedziatu. Wtedy fuyakg takze jest
catkowalna na przedziale,p] oraz

jzg(x)dxzi f(x)dx.
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3) zachowanie nierbwnéci przy catkowaniu
Jezeli funkcjef i g s3 catkowalne naa[ b], f(x) < g(x) dla ka&degox [ [a,b], to

j f (x)dx< j g(x)dx.

4) catka funkcji nieparzystej
Niech funkcja f ledzie nieparzysta i catkowalna na przedziadea]- Wtedy

ja'f(x)dx:O.

5) catka funkcji parzystej
Niech funkcja f ledzie parzysta i catkowalna na przedziakd}. Wtedy

j f (x)dx = 2j f (x)dx.

6) Interpretacja geometryczna catki oznaczonej.

Jali f(x) =0 dla XJ<a, b> toJ' f (x)dx= P (pole obszaru pod krzyf dla X1 <a, b>).

I

a b

7) Srednia catkowa.
_ 1 &
f.=——| f(x)dx
- j ()
Tw (o0 catkowaniu przez podstawienie)
Jezeli
1. funkcja ¢:[a, 8] —[a,b] ma chgta pochoda na przedzialed, 3,

2. ¢(a)=a, §(p)=b,
3. funkcjaf jest cagta na przedzialeg[b],
to

jf(x)dx j é(t))g’ (t)dt

Uwaga. W przypadku gdy funkcjé jest rosgca, ostatni wzér maa zapisédw postaci:

b ¢7(B)
[ fodx="[f(p)' M)t
a ¢~ (a)

Tw. (o catkowaniu przez cesci)
Jezeli funkcjef i g map ciggte pochodne na przedziaklj], to
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[ 1/ 09909dx=[f (g = [ F (99" (dx

a

ZASTOSOWANIA CALEK OZNACZONYCH
Pole trapezu krzywoliniowego
Niech funkcjed i g beda ciaglte na przedzialealb] oraz niechd(x) < g(x) dla kadego
x O (a,b). Pole trapezu krzywolinioweg® ograniczonego wykresami funkgji i g oraz
prostymix = a, X = b wyraza st wzorem:

P=[[g(x) ~d(]dx.

Dlugos¢ krzywej
Niech funkcja f ma cagla pochoda na przedziale gb]. Diugos¢ krzywej
={(x, f(x)): xO[a,b]} Wyraza st wzorem:

L :T1/1+[f ’(x)]zdx.
Objetos¢ bryty obrotowej a

Niech funkcja nieujemnébedzie chgta na przedzialealb]. Ponadto nieci oznacza trapez
krzywoliniowy ograniczony wykresem funkdjj osg Ox oraz prostymix = a, X = b, gdzie
a < b. Objtos¢ bryty V powstatej z obrotu trapezu krzywoliniowegonvokdt osiOx wyraza
sie wzorem:

b
Y% :njfz(x)dx.

Pole powierzchni obrotowej
Niech funkcja nieujemnd ma ciglta pochoda na przedziale gb]. Pole powierzchni
S powstatej z obrotu wykresu funk€pvokot osiOx wyraza se wzorem:

S= 2;77 F L+ (9] dix.

Przyktad.
Koszt catkowity wyprodukowania x sztuk towaru wiasse wzorem:

K (x) = 004x® - 3x* +100x — 80
Jaki jestsredni koszt produkcji féi produkcja wynosita 10 i wzrosta do 20 sztuk.
Rozwiqzanie'Sredni koszt produkcji wyznaczamy jakeedni catkowg kosztow.

I ()dx— (Ole“—x +50x2 —80xl -

K, =
20 10;

= 01(1600-8000+ 20000-1600-100+1000-5000+800) =870

Zauwamy, ze K(10) = 660, K(20) = 1040, K =850.
Przyktfad.
Obliczyé pole obszaru zawartego ¢gdizy krzywymi: fi(x) = X* -2 i H(x) = X

P:J%(x—(xz ~2))=45

-1
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Catka niewtasciwa (nieograniczony zakres catkowania).

Tf(x)dx:Lipljzf(x)dx Tf(x)dxze![njwjtzf(x)dx

j f (x)dx = j f(x)dx+j f(x)dx, c— ustalona liczba, np. ¢ = 0.

J&li rozpatrywana granica nie istnieje lub nie jdgtiezona, to méwimyze catka jest
rozbiezna.

Przyktad.

0 b _ b

jizdx: lim izdx:nm(—lj =1

| X bwd X b-a X ),

T 1 ax= (arctgx)” =m

_001+ X2 —c0

T1 81 . b y
j—dx= lim —dx=I|m(In|x|x =limInb = oo (catka rozbiena)
1 X b- o 1 X b 1 bo oo

Funkcja gornej granicy catkowania.
F(X) :j f(t)dt xO<ab>

- jest chgta w <a, b>,

- jesli f ciaggta to F jest réniczkowalna oraz F’(x) = f(x).

CALKA - zadania

1. Oblicz calki
1-x 1 1
iy 1t
b) R/idx; 33/x? +c}
X | 2
—1+x 1
c)j = dx; _;+In|x|+C}
1 -1
d) J‘mdx _m'F C}
1 -
e) jmdx :— VJ1-2x +C]
f) [xedx - (x+1)e™ +C]
g)szexdx :(x2—2x+2)eX+C]
h) [In~/xdx [xIn x-05x+C]
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. 3X
) '[2\/x_+1dx
) [e™dx

2x+1
k) J‘x +X- 12

DIGFZ?“

2. Oblicz calki oznaczone:

a) i(4x3 +1)dx;

b) J% xdx
1

x2+1

2

c) J' (1+ ezx)jx

0

[(x—2)\/x+1+C]
[(vx - 1pe’ + c]
[In|x—3|+|n|x+4|+ c]

1,.|x+1/_025 025 .
2" %=1 x-1 x+1

[16]
[in 23]
[05(3+e*)

3. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:

a) y=xX ;y=
b) y=x : y=0,5%+2
c)y=¢ ;y=2, x=0
4. Oblicz cafki niewtaciwe:
T d
a) !X—\/X;

b) JQ xe"dx

[In4-1]

[2]
[-1]
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ROWNANIA RO ZNICZKOWE PIERWSZEGO RZ EDU.

Réwnania, w ktorych funkcja niewiadoma wymtje pod znakiem pochodnej pierwszego
rzedu nazywamyownaniami rézniczkowymi pierwszego radu.

Przyktfad.

%’ =2x czyli y'=2x jest rownaniem rniczkowym.
X

Rozwigzanie tak prostego réwnania seony odgadg, jest to rodzina parabol
y=x*+C C - dowolna stata

Taka rodzire funkcji nazywamyrozwigzaniem ogolnym réwnania r@niczkowega
Jeli do réwnania dajczymy dodatkowy warunek zwanyarunkiem poczatkowym

np. y(0) = 1 to, podstawigj ten warunek do wzoru na rozwanie ogolnel=0°+C
otrzymamy C = 1 i konkretne rozyzianie y = x> + 1, zwanerozwiazaniem szczegdlnym
réwnania rézniczkowega

W zagadnieniach ekonomii matematycznej rozpatiigjen®dele wzrostu gospodarczego
w postaci réwna rézniczkowych:

Model Domara

dl

i sl I(t) — inwestycje w chwili t,

Model Solowa
(przypadek szczegdlny dla funkcji produkcji Cobba-Duglasa))

dk
E + Ak = sk’ k(t) — iloraz kapitatu przez praev chwili t,

Wybrane typy rownan i metody ich rozwigzywania.

Réwnania o zmiennych rozdzielonych.
Réwnanie, ktére maemy przedstawiw nas¢pujacej postaci

d
o =Tm)
X
nazywamy rownaniem gdiczkowymo zmiennych rozdzielonych
Model Domara jest rownaniem tego typu.
Gdy g(y¥0, réwnanie to mina zapisaw postaci:

i: f d
aly) I

Rozwigzanie tego rownania otrzymujemy poprzez catkowatrien czyli rownéc:
dy [ f(dx+C
a(y)
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Przyktfad:

g2

Y
X2

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:

dy _ dx
y X
Obliczamy catki:
d
—y=|n|y|+C J'd_z(:_lJ,C
y X X
Zatem:
1
->+C=nly|
X
stad

1
y=e *C' gdzieC'=ze"
Jest to rozwgzanie ogdlne tego rownania. Gdyby dodatkowo bylgmydvarunek

pocztkowy, np.: y(1) = 1, to rozwkanie szczegolne spetnjag ten warunek ma posta
1

y=e *e

Réwnania rézniczkowe liniowe, jednorodne
d
2+ P(xy =0
adx

Rozwigzujemy je stosuc metod rozdzielania zmiennych i jako rozyzianie ogolne
otrzymujemy:

y= Ce_J P(x)dx

Réwnania rézniczkowe liniowe, niejednorodne
Y4 Py = 1%
dx
Rozwigzujemy je np. za pomganetodyuzmienniania statej

Rozpatrujemy rozwizanie rownania jednorodneg?{ +P(X)y=0
X

y= Ce_f P(x)dx

Uzmienniamy statwystepujaca w tym rozwgzaniu, tzn. rozpatrujemy rozgaanie postaci

y= C(X)e_j P(x)dx
Obustronnie réniczkujemy wzgédem zmiennex:

diy _ C'(X)e_f P(x)dx —j P(x)dx

™y -C(x)P(x)e
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Wstawiamy wyliczone wartai do wyjciowego réwnania i otrzymujemy:

C (e PR _ £y
coyli C(¥) = f (el TP

stad
(= [ 100 "
oraz
y= J- f(X)eJ P(x)dxdx®—j P(x)dx
Przyktfad.

dy 2Xy = xe™
X

Najpierw rozwgzemy réwnanie jednorodne:

j— 2xdx=-x?+C

~

~ _J2 .
In|yl=-x*+C=y=Ce™™, gdzie C==e°
Uzmienniamy stat C

~ 2
y=C(x)e”

~ 2 = 2
ﬂ/:C (x)e™*" —2C(x)xe ¥
dx

Po podstawieniu do w§giowego rownania otrzymujemy kolejno
~, 2 )
C'(x)e™™ =xe*
C'(X) = x

C(x) :%xz +C

2
y=(%x2 +C)e™®

10
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Inna metoda rozwezywania réwna liniowych, niejednorodnych opieragana wiasnéci:
Rozwigzanie o0gollne réwnania niejednorodnego jest rowne Bue
rozwigzania ogolnego réwnania jednorodnego i dowolnego zwigzania

szczegoblnego rownania niejednorodnego.

Szczegllne rozwkywanie rOwnania niejednorodnego Zemy otrzymé metod
przewidywania (przewidujemyze rozwhzanie jest funkegj (z parametrami), tego samego
typu cof(x), przy czym jéli przewidywanie nie prowadzi do rozagzania naley je pomnay¢
przezx).

Przyktfad.
dy + 2Xy = 2X
dx

Jak wiemy z poprzedniego przyktadu, rogménie ogdlnego réwnania jednorodnego jest
2 . o, L

rowne y=Ce X" . Szczegblne rozwzywanie réwnania niejednorodnego otrzymamy mgtod

przewidywania. Przewidujemyge kedzie to rozwgzanie postacy = a+bx. Po podstawieniu

do réwnania otrzymamy + 2x(a +bx) = 2x. Poréwnugc wspétczynniki przy jednakowych

potegach otrzymamya=1,b =0.

Szczegolne rozwezywanie rownania niejednorodnego jest zatem rowrely a rozwgzanie

L —x2 . , . -
ogélne réwnania niejednorodnego ma péstg=1+Ce X~ (jest réwne sumie rozaZania

ogblnego roéwnania jednorodnego i otrzymanego rgzaviia szczegblnego rownania
niejednorodnego).

Réwnanie Bernoulliego.
%+ P(x)y = f(X)y", gdzie m#0, m#1
X

Rozwigzujemy je sprowadzag poprzez podstawienie:
ym—l =z

do postaci rownania liniowego niejednorodnego.
Obliczmy pochodg zmiennej z wzgidem X i otrzymujemy:

dy -m -1 dz
7 = l— m i
dx y ( ) dx
Po podstawieniu nowych zmiennych do $eypwego réwnania, przyjmuje ono posta

jz +P(X)A-m)z=@1-m)f(X)
X
I mozemy je rozwgzat stosugc meto@d np. uzmiennia statej.
Model Solowa jest rownaniem tego typu.
Informacja o rownaniach réznicowych pierwszego redu.

Badapc zjawisko w dyskretnych chwilach czasu otrzymujemekiedy zalenos¢ postaci

fF (Y Yiars oo Yeun 1) =0

zwarg rownaniem réznicowym n-tego rzdu.

W dalszym cigu rozpatrzymy rownanie ¢du 1 o statych wspotczynnikach

yt+1 +ayt = b

Jego rozwgzaniem ogolnym jest

11
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t

cl-a) +—— gdy az-1
Y = ( ) +a c — stata dowolna

c+Dbt gdy a=-1
Jeli dla t = 0, dany jest warunek pagtkowy Yy, to rozwigzaniem szczegoélnym jest

b t b
-— (\—a) +—— dy az -1

y - (yo 1+aj( f* s 9w

y, + bt gdy a=-1

Przyktad.
K: — kapitat po t latach gdyulokujemy na p% rocznie (procent sktadany)

Mamy zalenos¢
— P
Ky = (1+ 100)&

Jest to rownanie ¢gu 1, warunkiem pogtkowym jest k. Zatem
t
K, = (1+ lj K,
100

ROWNANIA RO ZNICZKOWE - Zadania

Zadanie 1
Rozwpgzat rownania raniczkowe stosuc metod rozdzielania zmiennnych.
I _2X I
a)y =—, b) y' = -2xy*
€

1

Odp. a)y =In(c- X’),b) y=—;
X< +cC

Zadanie 2.

Wyznacz rozwigzanie szczegolne réwnaniazniczkowego liniowego stosag metod
uzmienniania statej.

2

X4

5
a)y +5y= b) y'+;y=

e5X +1

Odp. a)y=:—ée‘sxln(éx+l), b) y=X—l3

Zadanie 3.Wyznaczy rozwigzanie szczegoélne réwnaniazniczkowego liniowego stosag
metod przewidywania.
a) y +5y=4e* by +y=X

Odp.a)y=2€**, b)y=2-2x+¥%

12
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MATEMATYKA Il - zadania powtOrzeniowe.

Zadanie 1. Oblicz a) j%dx; b)jxesxdx c) jﬁdx d) j(4x+1)gdx
X x* +

1 3xX-4
o 0 ™

3 NG 1 1 -1 1
Odp. a) =% x*|1-=— [+C: b)=e*| x-=|+C: ¢ +C; d —@dx+)*+C;
P )2 ( 4] )3 ( 3) )2(X2+1) )4(]( )

e)%(ln|x—]j—|n|x+]j)+c; f) Injx=1+2Inx-2/+C;

Zadanie 2.Caltkupc przez cgsci, wyznacz nagpujace cafki:
Inx

a)jxezxdx b)J'xcosIa(dx c)dex d)J-x\/x+1dx
X

Odp. a)%(Zx—])e2X +C b)%xsin3x+% co8x+ ¢
c) 2Vx(Inx-2)+c d)1—25(3x—2)(x+:l)3’2+c
Zadanie 3.Korzystajc z podanych podstawiewyznacz nagpujace catki:
a) J-e&dx t=+/x b)J- sinlnxdx t= Inx
c)j 1 S;adx  t=1+X d)ijx+1dx t=+ x+1
(1+x)
Odp. a)2(\/§— ])e*rX +cC b)%x(sinlnx— cosinx i+ ¢
-1 2
c +C d) —(3X*+x—- 2V x+1+¢C
) 1+ X )15( )

Zadanie 4.0blicz pole powierzchni ograniczonej wykresamilicin

a) y=+x, y=1, y=%x, b)y=-x*+3x+1, y=x -2x-2
X

Odp. a) 1/6 +In2, b)L4%

Zadanie 5. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:

a) y=X-2X ; y=x b) y=-%+8x ; y=xX-4x
Odp. a) 45 b)72

Zadanie 6.Popyt na pewien towar jest funkgenyc p(c) = > 2C+1.
o
Obliczy¢ sredni wartas¢ popytu jeeli cena wzrénie od 4 do 5 jednostek.
1,17
Odp. ==In—
P- P 4 11

Zadanie 7Wartcs¢ sprzeday produkcji fabryki odziey pot dniach od 1 stycznia wynosi
s(t) = 26006""  zt dziennie.

13
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a) wyznaczy wartas¢ sprzeday po 10 dniach.
b) po ilu dniach wart@ sprzeday odziezy przekroczy 100 000z+?
Odp. a) okoto 44680 zt, b) po 16 dniach.

Zadanie 8. Wydajna¢ robotnika wyraa st wzorem w(t) =12+t —%tz jednostek na

godzire (t - czas od rozpoeeia pracy liczony w godzinach). Wyznacz liezbdnostek

wytworzonych przez robotnika wagu 8 godzin pracy.

8
Odp. okoto 99,6 jednostki (wskazéwka: oblicz a;aj'k/v(t)dt
0

Zadanie 9.NiechW(t) - wydajnd¢ robotnika pd godzinach pracy mierzona w jednostkach
wytworzonego produktu na godzipracy. Norma dzienna wynosi 80 jednostek. Obliczy

procent wytworzenia dziennej normy przez robotmkaktéregow(t) =12+t -étz.

Czy robotnik ten mee pracowa w godzinach nadliczbowych? Jak diugo? (zaktadamy 8
godzinny dzié pracy).
Odp. 122,44%, mae mie 4 godziny nadliczbowe.
Zadanie 10.Zapa<Z ton pewnego towaru w magazynie zmiengvsiciagu miesaca (30 dni)
i po uptywiet dni (liczac od pocatku miesgca) wyraa st wzorem
Z(t)=0,01t°> + Q1%° - 18+ 300
W ktérym momencie zapas towaru jest najmniejszi?j@atsredni zapas w ggu miesica?
Odp.Z,,=2(200=8, Z, =1425.
Zadanie 11.Wiadomo,ze w czasie akcji charytatywnej przyrost dochodtiyesniejszy z
uptywem czasu akcji (tzn. stopa przyrostu dochodileja z czasem). Niech stopa ta waa
sie wzorem
S(1) = -100t* + 20000 (zt/ dzien) t-czas w dniach
Zaktadajc, ze stopa kosztu akdfi(t) jest stata i wynosi 10 000 z/daie
a) wyznaczy czas trwania akcji, ktory daje maksymalny dochéd
b) wyznaczy wielkos¢ tego dochodD.
c) wyznaczy koszt tej akcjK.
d) wyznaczy zysk z tej akcjiZ.
Uwaga. Akcja trwa astopa przyrostu dochodu zrowna sé stop kosztow. Mamy te
S(Y) = D(Y).
Odp. a)t = 10 dni, b)D(10) = 166 666 zt, dK(10) = 100 000 zt, d¥(10) = 66 666 z}
Zadanie 12. Popyt na pewien towar jako funkcja cenwyraza st wzorem
PP(Q = ¢ —40c+ 400
ajego poda PD(c) =1Cc
Wyznaczy petrg uzyteczng¢ tego towaruPU.
Uwaga. Wytecznd¢ towaru U jest jego wartécia przy cenie rownowagi.

G
Nadwyzka uzyteczndgci towaru NU = j PP( 9 dc, gdziec, jest cen rownowagi, ac, jest
cem przy ktorej popyt jest rowny zero. Petnaitecznéé wynosiPU =U + NU.
Odp. ¢,= 10,U = 1000,NU = 333,PU = 1333.
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Zadanie 13. Oblicz: a)Jl'ﬁ; b) jt(iz+ijdx
d x+1 AC RN
Odp. a)In2; b) 1,75
Zadanie 14. Oblicz catki niewtaciwe: a)TP\,/diz ; b) T\/dis
1 VX 1V X

Odp. a) rozbigna b) 2

Zadanie 15.Rozwigzat rOwnania raniczkowe

y =2 Odp. y=#Vx*+c

y
r 5 — — b
y-—y=x Odp ¢)y=X
X
x\/1+ y? + yJ1+ X2 %’ =0, Odp. \/1+ y? +1+x2 =C
X
x(1+ey)-ey%20, Odp. X’ *2In(l+e’)=C
X

MATEMATYKA lla— TEST

1. lle wynosi caikaI ‘L:’/;dx?

3 5x® 3 588

A) +C B) +C C) +C D) +C
51/ x? 8 5/ x° 8
2. lle wynosi ca’fkaJ‘ 2edx?
A) 2 +C B) -8™ +C C)-05e™ +C D) 4e™ +C
2 2
3. Wiadomozej f (xX)dx=3. lle wynosi ca}kaj { X ¥19x?
0 0
A) 5 B) 4 C) 3 D) 6
4. Srednia catkowa funkciji(x) = x| w przedziale [-1; 1] wynosi:
A) 0 B) 2 C) 1 D) 0,5

Odpowiedzi: 1D, 2C, 3A, 4D,

Literatura:
R.Kozarzewski, W.Matuszewski, J.Zacharski, ,Mateykatdla ekonomistéw, ez¢ 2”,

J.Gawinecki, ,Matematyka dla ekonomistow”,
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Zestawienie pochodnych

Funkcja Pochodna
C 0
Xa a,xa—l
sin X CO<X
CO< X —-sinXx
tg X 1
=1+1tg® x
cos” X
ctg x -1
——=-1-ctg’ x
sin® X
a” a“lna
e e
arcsin x 1
1-x2
arccox -1
1-x2
arctex 1
1+ x?
arcctex 1
1+ x?
log, X 1
xIna
In x 1
X

Wiasnosci pochodnej

(f£9) () =1'(x+g'(x)

(FI)' () =B+ F (D' (¥

Gj (x) =1 BO = F (90" ()

9%(x)
(go £Y () =g'(F(9)f' (¥
1/ ‘—1 ziey, =
(F 1 (yo) = g S=td

(] =]

I

o129
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Zestawienie catek nieoznaczonych

Funkcja Catka nieoznaczona

0 a) C

a+l
x“ X _4+c az-1
a+l

1 In|x| +C

X

a.x a +C

Ina

e* e*+C
sin X —-cosx+C
CO<X sinx+C

1 —-ctgx+C
sin® x

1 tgx+C
cos” X

1 arctgx+C
1+ x?

1 arcsinx+C
1-x?

Wiasnaosci catek nieoznaczonych

n+l

+C

n / _f
jf ()1 (dx=——

If/(X)

00 dx=In|f(x)|+C

i 00 go o 1
f*(x) fF(x)

je”x) f/(x)dx=e'™ +C

mdx:21/f(x) +C
quf(x)

j f(x)g’ (X)dx= f(X)g(x) - j f1(X)g(X)dX (c. przez casci)

J f (X)dx :J f (¢(t))¢/ (t)dt (c. przez podstawianig
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