MATEMATYKA llb - Lucjan Kowalski

Przestrzen liniowa R".

Elementy (wektory) przestrzeni Rbedziemy oznaczax = [x1 Xy, oo, xn].
Elementzerowy 0 = [O, 0 -, O].
Dziatania.
a)iloczyn elementu przez liczl:
cx=[cx1, CXy,y **+, cxn]
b) suma elementow

X+ Y =[x, %, X ]+ Ve Voo s Vol =060+ Vi X F Va0 o0 X+ Y,

Przestrza R" z tak zdefiniowanymi dziataniami nazywarpszestrzenia liniowa lub

wektorows.

Element
z=ax'+ X%+ ... + ax<

nazywamykombinacja liniowa elementéw % 2, ..., XOR", gdzie

X =[x, X, -, Xi]

o wspoétczynnikacha, &, ..., a O R.

Wektory X, ,X, ,..... X, OR" s liniowo niezalezne jesli wektor zerowy nie mge by ich
kombinacy liniowa o  niezerowych  wspéiczynnikach  tzn. z  réweio
ax +ax, +..+ax =0wynkazea =a, =....=a, =0, (w przeciwnym przypadku
elementy te gliniowo zalezne).

Nieskaiczony uklad wektorow jest liniowo niezatey jesli kazdy skaiczony jego podzbior

jest liniowo niezaleny.

Wiasnosci

a) ukfad wektoréw liniowo niezaleych nie mae zawieré wektora zerowego,

b) pojedynczy wektor jest liniowo niezaley, gdy jest niezerowy,

c) dowolny podzbior uktadu wektoréw liniowo niezatgch jest liniowo niezaley,
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d) ukfad wektoréw jest liniowo zakay wtedy i tylko wtedy, gdy pewien wektor z tego
uktadu daje si przedstawd w postaci kombinacji liniowej pozostatych.

Przykfad

W przestrzeni liniowej R wektory x = (1, 0,0), y=(0,1 0), s liniowo niezalene, bo jéli
ax+by=0,to (a b,0)= (000) i z réwndici ciagéw wynika,zea = 0,b = 0.

Natomiast Wektoryx=(ll 0), y= (2, 2, O), g liniowo zalene, bo 2x-y= Q czyli

kombinacja liniowa tych wektoréw o wspotczynnikah1 daje wektor zerowy.

Uwaga
W przestrzeni wektorowej Riniowa niezalenos¢ wektorowmozna bada za pomog rzedu

macierzy, ktorej wiersze lub kolumny to skiadowepatrywanych wektoréw. Zachodzi

bowiem wiasnéé: wektoryxt, 3, ..., X O R", gdziex' = (xi,xi x‘) s liniowo niezalene

wtedy i tylko wtedy, gdy

X X
1 2 k
X5 X X
rg 2 °? 2=k
1 2 k
X X2 X

Jeli k> nto elementyct, %2, ..., X0 R" musa by¢ liniowo zalezne (rad macierzy nie mie
przekraczé zadnego z wymiarGw macierzy).

Jeli k=nto elementy?, %, ..., x"0 R" s liniowo niezaléne wtedy i tylko wtedy, gdy

1 2 n

X5 X

1 2 . n

X X X
det’? "2 0 "2]#£0

xtox2 oiox"

Przyktad
W przestrzeni liniowej R wektory x=(1,0,0), y=(0,20), z=(0,11) s liniowo

niezalene, bo

1 00
det0O 1 1|=1#0.
0 01
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Natomiast wektory x=(1,1,0), y=(231), z=(121) s liniowo zalene, bo

1 21
detl 3 2|=0.
011

Baza przestrzeni liniowej R" nazywamy upormlkowany uktad liniowo niezadmych

wektoréw X, , X, ,X,.....0R" taki, ze kady wektor x tej przestrzeni jest ich kombinac;j
liniowa, tzn. istnieg a, ,a, ,.....,.a, R, ze x=aXx, + a,x, + ... + a,X,. Taks kombinacg

liniowa nazywamy rozktadem wektora w bazie x ,x, ,......x,, a liczby a, ,a, ,......a,

1 ny

wspotrzednymi wektora x w tej bazie.

Wiasnosci

a) w kazdej nietrywialnej (niezerowej) przestrzeni liniowsjnieje baza,

b) kazde dwie bazy danej przestrzeniréwnoliczne,

c) baza to maksymalny uktad wektorow liniowo niezalech w danej przestrzeni, tznslje

do bazy daiczymy dowolny wektor to otrzymany uktad wektoréwsnhy liniowo

zalezny,
d) jesli x ,X, ,.....X, jestbazi vy, ,y, ...y, jest dowolnym uktadem wektoréw liniowo
niezalenych tom<n i wektory y, ,v, ,.....,y,, mozna uzupetd pewnymi n —m

elementami spwdd X, , X, ,.....,X, do bazy {wierdzenie Steinitza o wymianig, zatem

kazdy liniowo niezaleny uktad wektorow mizna uzupetd do bazy,
e) kazdy wektor przestrzeni liniowej nioa przedstawitylko w jeden sposob jako

kombinacg liniowg wektorow bazy tej przestrzeni.

Przyktad
W przestrzeni liniowej R wektory x = (1, 0,0), y=(0,1,0), z=(0,1,1) tworzz baz, bo s
liniowo niezalene i jest to maksymalny ukiad wektorow liniowo raéznych w tej

przestrzeni.

Przykfad
Niech €' =(10,...0), €* =(010,...0), ..., " =(00,...,01) (w wektorze &jedynka znajduije si
na k - tej pozycji). Wektory te twogzbaz przestrzeni liniowej R
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Baz ta nazywamybaza standardowy tej przestrzeni.

Jesli et, &, ..., & jest bag standardoww R i x= (xl,xz, X, ) jest dowolnym elementem

tej przestrzeni ta mozna zapis&w postaci

X = X8t 4+ X6 + ... +X:€"

zatem wspotrzdne wektoragjednoczénie wspotczynnikami jego rozwigtia w bazie

standardowej.

Geometria analityczna w przestrzeni R
Rozpatrujemy na plaszcayie prostoktny uktad wspotrzdnych.  Punkt O(0,0) jest
pocztkiem tego uktadu. Blziemy przyjmowad orientacje dodatnia (przeciwry do ruchu
wskazowek zegara) uktadu wspéhinych.
Punkty ptaszczyzny utsamiamy z ich wspoteinymi w tym uktadzie, czyli parami liczb
rzeczywistych, $ to wiec elementy przestrzeni?RDowolny punkt P wyznacza wektor
swobodny OP.

Wektor swobodnyu =FQ W przestrzeni Rwyznaczony przez punkty 8(y1), Q(, ),
ma wspotrgdneu, = X, —X,, U, =Y, —Y, i bedziemy stosowazapisu = [ul, uz].

Wektory e = [10], e = [0,1] nazywamywersorami (wektorami jednostkowymi).

Y2 !
| Q
|
1

Uo 1
1
|
1

Y1 ! '

1
! 1
e 4 E Up :
-> >
e X1 X2
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Odlegtosé miedzy punktami P, y1), Qxz, Y2), W tej przestrzeni liczymy wg wzoru:

P(P,Q) = (v, = v,)* +(x, = )?

Norma (dlugcicig) wektorau = [ul, u2] nazywamy liczb:

=77 = (S0

lloczyn skalarny wektoréwu = [ul, uz], V= [vl, vz]
2
<UL V> =DTUV SV, ULV,
—

Dla niezerowych wektoréw, v mozemy wyznaczg cosinus kta$ miedzy tymi wektorami
<u,v>_ wVv tuLv,

M Juz +uz 2 +v2

Niezerowy wektoru tworzy z osiami uktadu wspékdnych lkgty ¢4, ¢, ktdrych cosinusy

cosp =

nazywamycosinusami kierunkowymiwektora u i wyznaczamy na podstawie wzoréw

u u u u
cosg, :W:—Uf iug , COSp, :m:—rz iuzz

Niezerowe wektory, v 53 wzajemnie frostopadte) ortogonalne wtedy i tylko wtedy gdy
<u,v>=0.

Poniewa elementy przestrzeni‘Rnazna ut@zsamia z wektorami swobodnymi, to zbiér
wektorow swobodnych z povrgzym iloczynem skalarnym jest przestrzeeuklidesovy.
Wersory el:[lo], e, :[O;L] stanowy w niej baz ortonormala (ortogonalne o diugai
jednostkowe)).

Niezerowe wektoryu = [ul, uz], V= [vl, vz] s rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy

co jest rownowzne warunkowi
ul — u2
Vl V2

Przy czym jéli w mianowniku jest zero to w liczniku zgpowinno by zero.
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Wspétrzdne punktuC(c,, c,) dziehcego odcinek o kizach A(a,, a,), B(b,, b,) w stosunku

AC
k, tzn. =k obliczamy z wzoréw
CB

_a tkh C:a2+kb2
1+k ' 7 1+k

Trojkat o wierzchotkachA(a,, a,), B(b,, b,), C(c,, c,) ma pole

L |2l
e =[5t B b, 1
c, ¢ 1

Zatem punkty A, B, C ey na jednej prostej gdy

3 a 1
detlb, b, 1/=[0
¢ ¢ 1

Prosta w R
Elementy przestrzenifbedziemy traktowa jako pary liczb X, y) i nazywa punktami.
Réwnanie ogolne prostej

Ax+By+C=0

Uwaga

Wektor [A B] jest prostopadty do tej prostej i nazyweg, stektorem normalnym.

Odlegtas¢ punktu PXo, Vo) od prostejAx + By + C = 0 wynosi

4 = /A% *+ By, +C|
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Kat (ostry) medzy prostymiAix + Byy + C; = 0 1 Axx + By + C, = 0 wyznaczamy na
podstawie cosinusata midzy ich wektorami normalnymi

|AA, +BiB,|
\/A12+|312\/A22+522

COSp =

Réwnanie kierunkowe prostej

y=mx+Db m - wspoétczynnik kierunkowy
Wspoétczynnikm jest réwny tangensowika , ktéry ta prosta tworzy z dodatnim kierunkiem
osi Ox.
Dwie proste w postaci kierunkowgE mix + by i y=mpx+b, s

a) réownolegte gdy

m=m
b) prostopadte gdy
mm, =-1
Kat miedzy nimi wyznaczamy na podstawie wzoru nagasganicy katow
—|m,mmy
tggp =|——1
9¢ T+mm,

Rownanie prostej przechodgcej przez punkty (X, Y1), (Xo, Yo)

_ Y1 Yo
-y, = ——=(X—X
Y= Yo X, — X, ( o)
Réwnanie parametryczne prostej
X =at + X,
tOR
y=bt+y,

Powyzsza prosta przechodzi przez pundgt Yo) a wektor[a, b] wyznacza kierunek tej prostej.

Réwnanie odcinkowe prostej

§+X:

a b
(a, 0), (0, b) to punkty przegiia tej prostej z osiami uktadu wspaidnych
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Zbiory wypukte w R? (R").

Zbior W jestwypukly jesli dla dowolnych x, y{ W i dowolnego d] <0, 1> réwnie
cx+(1-cydw
Zatem zbior jest wypukty @ dla kazdych dwéch rénych punktéw nalescych do tego

zbioru, naley do niego caly odcinek ktGregoikzami g te punkty.

Uwaga.
Cze$¢ wspolna zbiorow wypuktych jest zbiorem wypuktym.

Przykifad.

Koto - zbior wypukty,

Okrag - nie jest zbiorem wypukiym,

Prosta - zbior wypukty,

Para przecinaggych s¢ prostych - nie jest zbiorem wypukiym,

Potptaszczyzna - zbidr wypukty,

Przyktad.
Wyznaczy na ptaszczinie zbior punktow, ktorych wspokdne spetniaj nierownacé:

a) X +2X, < 2;

b) =X +X,>05;
C) 2%, — X, 2 -1,
d) -2x, -1,

e) -X, 22;

Zauwazmy, ze zbiér rozwiazan uktadu nieréwnosci liniowych jest albo zbiorem pustym
albo zbiorem wypuktym (ograniczonym lub nieogranicpnym).

Powyzsza wlasn& wynika sid, ze zbiorem rozwjzan uktadu nieréwnéci liniowych jest
cze$¢ wspoblna poétptaszczyznelacych rozwizaniami poszczegolnych nieréwiod oraz
wlasndaci: cze$¢ wspodlna zbiorow wypuktych jest zbiorem wypuktym.
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Zadanie

Rozwigz graficznie uktad nieréwriai:

3%, +2X, <18 X, +2X, <380
+3%x, <15 33X, + X, <690
X, =20 X =0
X, 23 X, 20

W przypadku gdy zbidér rozwkan uktadu nieréwnéci jest niepusty podaj przyktad punktu

nalezacego do zbioru rozwean i wyznacz wierzchotki zbioru rozezan.

Analityczna metoda rozwizywania uktadéw nieréwndaci liniowych.

Rozwigzywania uktadow nierowrigi liniowych sprowadzamy do rozwjzywania ukladow

réwnosci liniowych.

Do kazdej lewej strony nierowrigi dodajemy (gdy< ) lub odejmujemy (gdy ) zmienmn

pomochnica. Zmienna pomocnicza powinnadgawszeanieujemna.

Jako rozwazanie podajemy wspokdne wierzchotkdédw zbioru rozwian, 3 to rozwigzania
bazowe otrzymanego uktadu rowinabcite do zmiennych wyspujacych w uktadzie
nierownaci. Nalezy pameta¢c o odrzuceniu rozwigzan bazowych w ktérych zmienna

pomocnicza jest ujemna

Przyktad
Wyznaczy uktady rowna odpowiadajce nasfpujagcym uktadom nieréwnii:
2% +X, 26

@ {;Loxi 1’; ; <S 1720800 (b) 2 rIg 2l

X DX = 5x, > 5
Rozwigzanie:

_ 2X +X, —X; =6

@ {E:SL Oxi 165 Xz: ; —_ 1720800 (b) 2+ mx =12

X TG X = BX, =X =5
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Rozwigzania bazowe uktadu nieoznaczonego.
Z metody Gaussa wynika istnienie rogzerania bazowego (pod parametry podstawiamy zera).
Rozwigzanh bazowych mge by wiele. Aby otrzyma inne rozwjzanie bazowe naty
przyja¢, ze w nowym rozwgzaniu bazowym jeden z dotychczasowych parametréizie
zmienry bazow a jedna z dotychczasowych zmiennych bazowyetizie parametrem.
Nastpnie pod nowe parametry podstawiamy wart® i rozwigzujemy otrzymany ukiad
réwnaa liniowych.
Mozliwe s3 dwie sytuacje:
- otrzymany ukiad jest oznaczony i otrzymujemy noamnigzanie bazowe,
- otrzymany uktad jest nieoznaczony lub sprzecznggwinaley szuk& innego

rozwigzania bazowego.

n
Wszystkich rozwgzan bazowych nie mie by wiecej niz (rj

Przykfad
Rozpatrzmy ukfad nier6wsoi:
X —X,—2X,<4
X, + X322
Rozpatrzmy odpowiadggy mu ukiad rowna

X =X, =2X, +X; =4
X, + X3 = Xg =2

Macierz rozszerzona tego uktadu jest rowna
1 -10-21 014
0O 1 1 0 0 -1|2

jest to ukiad nieoznaczony r=rzA=rzM =2, B.=
Przyktadowe rozwigzania bazowe:

Niech X, X, — zmienne bazowe;3XXs, Xs, Xg — parametry,
rozwigzujgc uktad:

{xl—x2:4

=2 otrzymamy rozwizanie bazowe [6, 2, 0, 0, 0, 0]
, =

10
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Rozpatrzmy nowy uktad niewiadomych Xs — zmienne bazowe;»XXs, X4, X¢ — parametry,

wtedy odpowiedni ukfad:

+X. =4
{Xl 0 _52 jest sprzeczny, zatem ukiad ten nie daje rgzania bazowego.

Rozpatrzmy nowy uktad niewiadomych, x3 — zmienne bazowe;,Xxxs, Xs, Xg — parametry,

wtedy odpowiedni uktad:

=4
{;(1 s daje rozwizanie bazowe [4, 0, 2, 0, 0,'0]
=

6
Aby wyznaczy wszystkie rozwgzania bazowe natg rozpatrzy (2] =15 przypadkow.

Przyktad .

Rozwigzat uktad nieréwnéci:

3x, —2X, 26
X, =% <0

Nalezy wyznaczy wszystkie rozwgzania bazowe dla uktadu réwna

3X, —2X, =X, =6
X =% +X%X,=0

Uwaga. Wszystkie 6 nitiwosci najtatwiej rozpatrzg§ wypetniapc tabelk:

Zmienne bazowe
1) 2) 3) (4) (5) (6)
Zmienne X X2 X1 X3 X1 Xa X2 X3 X2 X4 X3 X4
X1 0 0 0
X2 0 0 0
X3 0 0 0
X4 0 0 0

11
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Zadanie

Rozwigzat uktady nierownéci:

2X, +X, 26
@ {10x1 +5x, <700 ) 2x, +3x, 212
8x, +16x, <1280 5x, > 5

Wskazowka: wyznaczywszystkie dopuszczalne rozmania bazowe dla uktadu réowha

_ 2% +X, = X; =6
@ {; oxi Ie? XZ: o 1720800 O
XTI TX = BX, —X; =5

Geometria analityczna w przestrzeni R
Rozpatrujemy w przestrzeni prosyoky ukltad wspohrzdnych.  Punkt O(0,0,0) jest
pocztkiem tego uktadu. Blziemy przyjmowa orientacje prawoskretna (zgodnie z regat
sruby prawoskgtnej) uktadu wspotrgdnych.
Punkty przestrzeni ussamiamy z ich wspoétezinymi w tym uktadzie, czyli trojkami liczb
rzeczywistych, $ to wiec elementy przestrzeni *RDowolny punkt P wyznacza wektor
swobodny OP.

Wektor swobodnyu =FQ w przestrzeni Rwyznaczony przez punkty 8(yi1, z1), Q, Yo,
%), mawspotzdneu, =x, =X, U, =Y,-Y,, U; =12, -2 ibedziemy stosowmazapis
us= [ul, u,, u3].

Wektory g, = [L0,0], e = [O;LO], e = [0,0,1] nazywamywersorami (wektorami

jednostkowymi).

12
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Odlegtos¢ miedzy punktami Py, yi, z1), QXz, Y2, Z2), W tej przestrzeni liczymy wg wzoru:

,O(P.Q) = \/(Xz - X1)2 + (yz - yl)2 + (Zz - 21)2

Norma (dlugcicig) wektorau = [ul, u,, u3] nazywamy liczb:

=7 +u? +u = ()
i=1

lloczyn skalarny wektorowu = [ul, u,, u3], V= [vl, vy, v3]

3
<UL V> =DTUV S UV, UV, + ULV,
.

Dla niezerowych wektorow, v mozemy wyznaczy cosinus kta ¢ migdzy tymi wektorami
<u,v> u,Vv; +U,V, +U,V,

M 2+ 0z 7 2+

Niezerowy wektowu tworzy z osiami uktadu wspokdnych katy ¢, ¢o, ¢3, ktdrych cosinusy

cosp =

nazywamycosinusami kierunkowymiwektora u i wyznaczamy na podstawie wzorow

_i :i :i
T I T e

Niezerowe wektory, v 53 wzajemnie frostopadte) ortogonalne wtedy i tylko wtedy gdy
<u,v>=0.

Poniewa elementy przestrzeni *Rmazna ut@zsamia z wektorami swobodnymi, to zbi6r
wektoréw swobodnych z powszym iloczynem skalarnym jest przestrzeeuklidesow.

Wersorye, = [10,0], e = [O;LO], € = [0,0;L] stanowa w niej baz ortonormala.

lloczyn wektorowy wektorowu = [ul, u,, u3], V= [vl, vy, v3],
& & &
uxv = [uzvs ~UgV5, UV —U V5, ULV, _u2V1] = Uy U
Vl V2 V3
(pierwszy wiersz to wersory 0si).
lloczyn wektorowy uxv jest wektorem prostopadtym do wektoraw v, jego zwrot jest
okreslony przez regut sruby prawoskstnej, a jego diug& jest rowna polu rownolegtoboku
rozpktego na wektorach, v. Zatem potowa jego dtugoi jest rowna polu trOjta rozpetego

na tych wektorach.

13
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lloczyn mieszanywektorow u :[ul, u,, us], v:[vl, V,, vs], w:[wl, W,, w3]

ul u2 u3
(uvw) = (u xv)EJN: detv, v, Vv,
Wl WZ W3

Wartas¢ bezwzgtdna iloczynu mieszanego wektorow, v, w jest rOwna olgtosci
rownolegtadcianu rozpgtego na tych wektorach. Zatem etiog¢ czworgcianu rozpgtego na

tych wektorach jest rowna

1 u1 u2 u3
V=|=detv, Vv, V
6 1 2 3

Wl W2 W3

Niezerowe wektoryu = [ul, u,, us], V= [vl, V,, v3]sa réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy

Cco jest rownowzne warunkowi
U _U _Us

Vi Vp Vg

Przy czym jéli w mianowniku jest zero to w liczniku zgpowinno by zero.

Niezerowe wektoryu = [ul, u,, ug], V= [vl, Vs, v3], W= [Wl, W,, W3] s3 komplanarne

(wspotptaszczyznowevtedy i tylko wtedy, gdy

ul u2 u3
detv, v, v, [=0
Wl W2 W3

CO oznacza zerowaniegzsch iloczynu mieszanego.

14
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Prosta i ptaszczyzna w R
Elementy przestrzenifhedziemy traktowa jako tréjki liczb §, y, 2) i nazywa punktami.
Rownanie ogolne ptaszczyzny
Ax+By+Cz+D =0

Uwaga

Wektor [A, B,C] jest prostopadty do tej ptaszczyzny i nazywangektorem normalnym.

Kat (ostry) medzy ptaszczyznamx + Biy + Ciz+D; = 0 iAX+ By + Coz+ D=0
wyznaczamy na podstawie cosinugtakmiedzy ich wektorami normalnymi

[AA, +BB, +CC,|

COosp =
JA’+B7+C7 A% +B, +C)

Odlegtas¢ punktu Pxo, Yo, 20) od ptaszczyznpx + By + Cz +D = 0 wynosi

AX, + By, +Cz, +D|

.
JAZ +BZ+C2

Korzystapc z witasnéci iloczynu mieszanego memy wyznaczy rownanie ptaszczyzny
przechodzcej przez punkt Po, Yo, 20) i rownolegtej do dwdch danych nierownolegtych

wektorow u =[u1, u,, ug], v=[v1, V,, v3]
X=X Y=Y, Z-%
det u, u, U, =0
\Zi Vs V;

Podobnierdwnanie ptaszczyzny przechodgcej przez trzy niewspotiniowe punkty (%, v,
1), (X2, Y2, Z2), (X3, Y3,Z3).
X=X Y-y, z-z
detx,-x Y,-y, z-7|=0
X=X Ys™Y1 474
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Rownanie odcinkowe ptaszczyzny

§+X+E:1
a b c

(a 0, 0), (Ob, 0), (0, 0c) to punkty przegicia tej prostej z osiami uktadu wspdidnych

Réwnanie kanoniczne prostej

Prosta przechodza przez punkt R§, Yo, Z) i rownolegtado wektorau :[ul, u,, us] ma

réownanie
X=X _ Y™ % _274
u1 u2 u3
X— - zZ-
J&li przyjac %Y~ Y %0 =1, to po przeksztaiceniu otrzymanmpwnanie

ul u2 u3
parametryczne prostej

X=X tUl, Y=Y +Ul, Z=7,+ Ul

Réwnanie prostej przechodgcej przez punkty (X, Y1,z1), (Xo, Yo, 20)

X=X _ Y=Yy _ 22
X% Vi Y Z-Z

Poniewa prosta jest wyznaczona przez dwie nierownolegszuzyzny

A]_X+B;|_y+C]_Z+ D=0 iA2X+Bzy+sz+ D,=0,to

Ax+By+Cz+D, =0
Ax+By+C,z+D, =0

jestrownaniem krawedziowym prostej.

Wektor kierunkowy tej prostej jest réwny iloczynowektorowemu wektoréw normalnych

rozpatrywanych ptaszczyzn.
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Odlegtai¢ punktu PYo, Yo, Zo) od prostej o wektorze kierunkowym= [u,, u,, u,] i

przechodgcej przez punkt Qg, Y1, z1) Wynosi

€ e &
deti X, =% Yi=Y¥o Z-Z%
ul u2 u3

d=

\/U12 +u22 +U32
Cosinus Kta mkdzy prosi o wektorze kierunkowynu = [ul, u,, u3] a ptaszczyzp

Ax+By+Cz+D =0 wyraa st wzorem

|Au, +Bu, +Cu,|

d=
JAZ +B%+C%\Jul +u,’ +u,?

Zadania
Zadanie 1
Punkt C(2; 3) jestrodkiem odcinka o kiccach A, B. Wiedzc, ze B(7; 5), wyznaczy
wspoétrzdne punktu A.
(odp. A(-3; 1))
Zadanie 2
Sprawdzt, ze trojkat o wierzchotkach A(-3; -3), B(-1; 3), C(11; -1kjeprostoktny.
Zadanie 3
Niech u =[1-2], v=[1,-1]. Wyznaczy w=2u-v, |w|, <u, v>.
Czy wektoryu, v s3 prostopadte?
Czy wektoryu, v s3 rownolegte?
(odp. nie g prostopadte, nieggéwnolegte)
Zadanie 4
Wyznaczy pole tréjlgta o wierzchotkach A(-2; -4), B(2; 8), C(10; 2).
(odp. 60)
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Zadanie 5
Dane g trzy kolejne wierzchotki rownolegtoboku A(11; B(-1; -1), C(5; 7). Wyznaczy
wspotrzdne czwartego wierzchotka.

(odp. D(17; 12))
Zadanie 6

Sprawdzt, ze punktS(sl, sz) przececiasrodkowych tréjkta o Wierzcho}kacm(al, aﬁ)
B(b,, b,), C(c,, c,) ma wspétrzdne

Sl:a1+b31+c1, SZ:a2+l)32+02
Zadanie 7
Dany jest punkiS(1,1) przecicia srodkowych tréjlkta o wierzchotkachA(3,8), B(10, 2), C.
Obliczy¢ wspotrzdne wierzchotka C.
(odp. (-10,-7))
Zadanie 8
Punkty o wspoétrgdnych (0, 0), (3, 0), (0, 4psrodkami bokdéw pewnego trgjka. lle wynosi
pole tego trojkta?
(odp. 24)
Zadanie 9
Koszt produkcjiK jest liniowg funkcja wielkosci produkcjiP
K=e+fP
e - koszty state,
f - wspotczynnik kosztowf,> 0.
Wiedzc, ze koszty stategsrowne 100 oraz;e wzrost produkcji o 100 sztuk powoduje
wzrost kosztéw o 1000 zi, wyznacz funk&posztow.
(odp.K =100 + 1®)
Zadanie 10
Prosta przecina osie uktadu wspéttaych w punktach (0, -2) i (6, 0).
Wyznaczy rownanie
a) odcinkowe, b) ogdlne, c) kierunkowe, d) parametngcte] prostej.

X 'y 1 X=6t+6
odp.a)—+—2-=1,b) x-3y-6=0,c) y==x-2,d tOR
(odp. &)=+ ) X=3y )Y=3 ){ _ o )
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Zadanie 11
Dana jest prostax> y + 3 = 0. Sprawgl ktore z punktow A(2, 1), B(-1, -4), C(-1, 1)zéena
danej proste;j.

(odp. A —nie, B — nie, C —tak)

Zadanie 12

Znalez¢ punkty przegicia prostej - 3y + 6 = 0 z osiami uktadu wspoédnych.
(odp. (-3, 0), (0, 2))

Zadanie 13

Prost; o réwnaniu parametrycznym

X==-2t+1
tOR

y=4-1
zapisa@ w postaci ogolnej i kierunkowej.
(odp.2x+y-1=0, y=-2x+1)

Zadanie 14
Napisz réwnanie prostej przechadej przez punkty o wspoékdnych (2, 5) i (0, 7).
(odp.x+y-7=0
Zadanie 15
Napisz rownanie prostej przechadej przez punkty o wspokdnych (-1, 3) i (2, 5).
(odp.2x-3y+11= 0)

Zadanie 16
Napisz réwnanie prostej przechadej przez punkt o wspokdnych (2, -1), rownolegtej do
prostej2x+3y+1= Q

(odp.2x+3y-1= 0

Zadanie 17
Napisz réwnanie prostej przechadej przez punkt o wspokdnych (2, 4), prostopadtej do
prostej2x+y-5= Q

(odp.x-2y+6=0)
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Zadanie 18
Wyznacz lgt ostry medzy prostymiy =-3x+7, y=2x+1.

(odp.174)
Zadanie 19
Sprawd, ze proste2x+y-1= 0 -10x-5y+12=0 s3 rownolegte.
Zadanie 20
Sprawd, ze proste2x+4y-1= Q —4x+2y+12=0 s3 prostopadte.
Zadanie 21
Wyznacz odlegt& punktuA(1, 2) od prostePOx—21y-7= 0

(odp. 1)

Zadanie 22
Wyznacz punkt symetryczny do punk(+2, 9) wzgédem prostepx-3y+18= 0

(odp. (2, 3))

Zadanie 23

Wyznaczy na ptaszczinie zbidr punktow, ktdrych wspokdne spetniaj nierowndac:
a) X +2x, <2;

b) =X +X,>05;

Zauwa, ze zbiorem rozwgzan nierowndci liniowej jest zawsze zbior wypukty -
potptaszczyzna (z brzegiem lub bez brzegu).

Zadanie 24

Rozwigz graficznie ukfad nieréwriai:

2X, +3X, <6 2X + X, <7
-X,<2 —2X +X,<3
X +X,=2-1 2%, —5%, <1
X =-2 X 20 X,20
—-2X —X, 24
-2% +X%, <3 1T
—2% X, <3
C) ¢ 2x,—5x, <1 d)
2%, —5x, <1
X220 X,20
x20 x,20

W przypadku gdy zbiér rozwkan uktadu nieréwnéci jest niepusty podaj przyktad punktu

nalezagcego do zbioru rozwean | wyznacz wierzchotki zbioru rozgzan.
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Zadanie 25
Dany jest zbior wypukty:
a) b)

N _
2. %

5 7

\

Wyznacz uktad nierowrai liniowych, ktérego rozwgzaniem jest ten zbior.
Zadanie 26
Niechu = [— 10,3], V= [0,2,1] . Oblicz iloczyn skalarny tych wektorow.
Czy wektoryu, v s3 prostopadte?
(odp. 3, nie g prostopadte)

Zadanie 27
Dla jakiej wartdci ¢ [0 R wektoryu = [c ,34] lv= [4, c,—7] 3 prostopadte.

(odp.c=4)
Zadanie 28
Dla jakiej wartdci ¢ [ R wektoryu = [— ],2,—2] I v= [c,—4,4] s3 réwnolegte.

(odp.c=-2)
Zadanie 29
Niechu :[2,3,5], V= [12,1]. Oblicz iloczyn wektorowy tych wektorow.

(odp. [- 7.31])
Zadanie 30
Niechu = [6,3,—2], V= [3,—2,6] . Oblicz pole réwnolegtoboku rozgiego na tych wektorach.
(odp. 49)

Zadanie 31
Wyznaczy pole trojlgta o wierzchotkach A(1; 1; 1), B(2; 3; 4), C(4;5;

(odp. 24/6)
Zadanie 32
Niechu = [2,—],—1], v=[13,—1], W=[ll4]. Oblicz iloczyn mieszany tych wektorow.
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(odp. 33)
Zadanie 33
Sprawdz¢, ze dla dowolnych wektoréw = [ul, u,, ug], V= [vl, V,, v3], W= [Wl, W,, Wg];

wektoryu + v, v +w, w —u s3 komplanarne.

Zadanie 34
Sprawdzt, ze wektoryu = [2,5,7], v:[l,],—l], W= [12,2]. s komplanarne.

Zadanie 35
Wyznaczy objetos¢ czworagcianu o wierzchotkach
A(2; 2; 2), B(4; 3; 3), C(4; 5; 4), D(5; 5; 6).
(odp. 7/6)
Zadanie 36
Wyznacz odlegt& punktuA(3, 5, -8) od ptaszczyzngx -3y +2z-1=0.
(odp. 2)
Zadanie 37
Napisz réwnanie ptaszczyzny przechgod przez punkt o wspékdnych (2, 3, 5),
prostopadiej do wektora=  [432]
(odp. 4x+3y+2z-27= 0

Zadanie 38
Napisz réwnanie ptaszczyzny przechgu przez punkt o wspékdnych (2, 3, -1),
rownolegtej do ptaszczyznyx -3y +2z-10= .0

(odp.5x-3y+2z+1= 0
Zadanie 39

Wyznacz punkt przebicia ptaszczyz8y+3y+z-1= pfbst = =—.
Zadanie 40

Wyznacz rzut punktuA(2, 3, -6) na ptaszczyenx+2y+z+4=0.
(odp. (1, 1, -7))
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Zadanie 41
Wyznacz punkt symetryczny do punl&(d, 1, 1) wzgtdem ptaszczyznyk+y—-2z-6=0.
(odp. (3, 3, -3))

Zadanie 42
X=-1 vy z+1
Wyznacz punkt symetryczny do punk&(dl, 1, 1) wzgédem prosteJT :§ =—1.

(odp. (9/7, -4/7, -22I7))

Zadanie 43
Napisz réwnanie prostej przechadej przez punkt o wspokdnych (5, 3, 4), rownolegtej do
wektora u = [2,5,—8].

Xx-5_y-3_z-4

2 5 —8)

(odp.

Zadanie 44
Napisz réwnanie prostej przechadej przez punkt o wspokdnych (1, 1, 1), prostopadtej do
wektorow u =[2,3,1], v:[3,],2].

Zadanie 45

Wyznacz lgt migdzy prostymi

X_y-1_z X—-6y—-6z+2=0
2x+2y+9z-1=0

/6

(odp. cosg =?6)

Zadanie 46

Wykaz&, ze proste

x_y-1_z {3x+y—52+1=0
2x+3y—-8z+3=0

3 prostopadte.

L.Kowalski, 31.03.2010
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