Ciagi i szeregi - Lucjan Kowalski

CIAGI LICZBOWE
N = {1,2,3,...} — zbi6r liczb naturalnych.
R — zbidr liczb rzeczywistych (zbidr reprezentowany przez punkty osi liczbowej).

Nieskonczony ciag liczbowy to przyporzadkowanie liczbom naturalnym liczb rzeczywistych.

1 2 3 n
\’ J \’ \’
a, a, a, a,

Liczby a,, n=1, 2, 3, ... nazywamy wyrazami ciagu. Stosujemy zapis (al,az,a3,...), lub
oznaczenie (a, ).

Rozpatrzmy trzy charakterystyczne przyktady ciaggéw. Pewne wlasno$ci ciggdw mozna
odczytac z ich wykresow.

Przyktad
a =L, zatem poczatkowe wyrazy wynosza (l,g,é,i,é,...j
"o+l 23456
wykres cigagu n/(n+1)
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Przyktad

a, = (— 1)" , zatem poczatkowe wyrazy wynoszg (— 1, 1,—-1, 1,-1, 1,...)

wykres ciggu (-1)"
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Przyktad
a, = n’, zatem poczatkowe wyrazy wynosza (1, 4,9, 16, 25, 36,...)

wykres ciggu n?
250,0
230,0 ®
210,0
190,0 -
170,0 e
150,0 o
Le 130.0 ®
110,0
®
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50,0 e ©
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100 J ‘ : : :
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n

Oproécz podania analitycznego wzoru na n — ty wyraz ciggu mozna je tez definiowac
rekurencyjnie.

Rekurencyjna definicja ciagu - przyklady
1) a;-dane,

Anrp=ap +r1 (r - stata),
w ten sposob definiujemy ciag arytmetyczny

2) a - dane,
an+1 = an®q ( q- Stala),
w ten sposob definiujemy ciag geometryczny

3aj=1,a,=1, ays; =a, +a,; , ciag Fibonacciego

Ciagi monotoniczne

Ciag (ay) jest:

- rosngcy gdy N A,y >a,
neN

- malejacy gdy né\N a,, <a,

- niemalejacy gdy né\N a,. 2 a,

- nierosngcy gdy né\N a, < a,

Ciag jest monotoniczny jesli zachodzi dowolny z powyzszych warunkow.
W przypadku dwoch pierwszych warunkéw ciag jest $cisle monotoniczny.
W przypadku dwoch ostatnich warunkow ciag jest stabo monotoniczny.

Przyklad
Cigg a, =n’, jest monotoniczny.

Ciag a, = (— 1)" nie jest monotoniczny.
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Ciagi ograniczone

Cing (a,) jest ograniczony gdy ¥, A |a,[ <M
Oznacza to, ze dla pewnego M wszystkie wyrazy ciggu spetniaja warunek —M <a, <M ,

tzn. wykres ciggu mozna zawrze¢ w ograniczonym pasku wyznaczonym przez dwie proste
poziome.

Przyklad
Ciag a, =n’, nie jest ograniczony.

Cigg a, =(~1)" jest ograniczony.

Granica ciagu.
g - liczba rzeczywista

lim a, = & oznacza, ze
n—>o0

/\V/\‘Cl — ‘Se
&>0 & n>o n g

tzn. dla dowolnego ¢ > 0 wszystkie wyrazy ciaggu o wyrazach wiekszych niz ustalone o

spelniajg warunek
g—¢<a,<g+¢
stosujemy tez zapis uproszczony:

lima, =g lub a, —> g

n

Przyklad

Ciag a, = L, jest zbiezny, ma granice 1, lim—"— =1,
n+l n+l1

Cigg a, =(~1)" nie ma granicy.

Przyklad

Na podstawie definicji sprawdz, ze lim A

n+1
Niech & > 0 to dowolna liczba dodatnia. Wyznaczymy o aby dla n > o spelniona byta

n
nier6wnos¢ ‘an - g‘ S€ czyli ———1<¢.
n+l
Jest to rbwnowazne niero6wnos$ci
n 1] 1 S
| _1:| |: S‘C:czyli n= 1
‘n +1 ‘n + 1‘ n+l1 &
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1
Wigc wystarczy przyja¢ o =——1 (lub wigkszg liczbe) aby definicja tej granicy byta
£

spetniona.

Granica niewlasciwa ciagu.

lim a, =X oznacza, ze
n—»o0

AV A a >4
A4 6 n>o6

Zapis uproszczony:
lima n — © lub a —> 0

Przyklad
Cigg a, =n’, ma granice niewltasciwg limn’ =oo.

,%I_EEIO a, =~ oznacza, ze /A\\é{ n/>\5 an <4

zapis uproszczony:

Wlasnos$é. lim a,=-—% <<= hm(_ a, ) =@

n—0 n—>o0

Klasyfikacja ciagow:
Ciagi liczbowe

rozbiezne

zbiezne
Nie majace granicy Rozbiezne do
ani wlasciwej ani niewlasciwej nieskonczonosci

(granica niewlasciwa)

Wlasnosci
1) jesli ciag jest zbiezny to ma doktadnie jedng granice,
2) ciag zbiezny jest ograniczony (odwrotna wlasno$¢ nie zachodzi np. a, = (-1)"),

3) ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny,
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Rachunek granic skonczonych.

Jesli ciagi (ay), (by) sa zbiezne to:

limca, =clima,

a) n—»0 n—»>0
o fimla, £b,)=lima, £limb,
lim(a, -b,)=lima, -limb
C) n—>o0 " " n—>o0 " n—>o0 n
- lima,
O My imb (b, 20, Jmb, 0

Symbole nieoznaczone.

o0

0 0
—,—,O-oo,oo—oo,loo,() 00
o0

0

Przyklady

1imi2- n{0-o0}= limd =0
n—o p n—o p

1iml-n2{o-oo}=1imn =0

n—0 n n—0

1imi2- n*{0-o0}=1liml =1
71*)001/1 n—>o0

Widzimy zatem, Ze ten sam symbol nieoznaczony moze oznacza¢ rozne granice, co uzasadnia

jego nazwe.

Podstawowe wzory

Iimc=c

n—o0

; k
limn" =00 . .
H—>00 k - liczba dodatnia,
C

lim % = 0 k - liczba dodatnia,
n—»o0 n



Ciagi i szeregi - Lucjan Kowalski

lim4/c =1

n—>©0

lim4/n =1

n—»0

Wilasnosci

lima,| = +00 = lim—=0

n—o0 n—>0 a
n

lima, =0 ; (b,)ograniczony = lima, -b, =0

n—»0 n—»0

lima, =t ; (b,)ograniczony = lima, +b, =t

n—»0 n—»0

, 1 +o00 gdy a, >0
lima, =0 = llm—=
H—300 o g —oo gdy a, <0

+oo gdy limb, >0
lima, =+ = lima,-b, = "
n—e n—o —oo gdy limb, <0

n—®©

Liczba e (liczba Eulera)

n

lim 1+1— = e~ 2,718281 = 2,72

n— o0 n

(jest to cigg rosnacy i ograniczony).

Uwaga:
: 1
lim1-—| = ==
aﬂ
lim| 1+ ! 1 +
— =e. . = T00
H—500 a, gdzie nl_{{lo a, -
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Przyklad

Rozpatrzmy cigg zdefiniowany rekurencyjnie:

a, =1
a,=+1+a,, dlan>1

zatem

a, =1++/1 =1,4142...
a; =1+ +1++/1 =1,5538...

a, =\/1+\/1+\/1+ﬁ =1,5931...
asz\/1+\/l+\/1+\/l+«ﬁ =1,6119...

a, = \/1+\/1+\/1+\/1+\/1+«ﬁ =1,6161...

itd.

Jesli @ = ~ 1,618033989 16 tzw. "ztota liczba" to

1+«/§
2

¢ =lima, :\/1+\/1+\/l+\/l+\/1+\/1+...

Uzasadnienie.

Zaktadamy, ze cigg 4, jest zbiezny i ma granice g. Pokazemy, ze g = o.

g =lma, :\/1+\/1+\/1+\/l+\/1+\/1+...

n—0

g =l+g

zatem mamy rOwnos¢

g -g-1=0
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z ktorej wynika, ze g = .
Przyklad

Obliczymy lim ! + ! + ! +.ee +;
1.2 2.3 3.4 n-(n+1)

Poniewaz
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t—t—tt———— = l—— |+ == [+ === |+ | —— =
1-2 2.3 3.4 n-(n+1) 2 2 3 3 4 n n+l

1
n+l1

—1-

Zatem

) 1 1 1 1 ) 1
lim| + + +eiect————— |=1lim| 1 - =1
1-2 2.3 3.4 n-(n+1) n+1

Twierdzenie o trzech ciagach

< <

lima, =limc, =g  limb, =g

Orz — y e n—0 n—>0
< <
an - bn - Cn
g
Przyklady
n’ n
6n°+2n (oo . ¢ 5+2n5 6+n4 6
a) 1 5 — ¢ =lim 5 =lim =—=3
n—o 2pn 41 0 n—w n 1 n—o
+— 2+ .
n’ n’ n
(licznik i mianownik podzieliliémy przez najwyzsza potege mianownika tzn. przez n°)
n® n 2
. 6n°+2n [o0] . 6n75+2n75 . 6n+174 0
b) lim————{—/=1lim 5 = lim =—=00
e 2+l (o) e pt 1 e, 1D
n o ond n’



Ciagi i szeregi - Lucjan Kowalski

4

n n 6 2
. 6—+2— —+—
. 6n'+2n | . n n . n n 0
n>o 2p 41 noo 1 (s 1 2
- . + N
n’ n’ n’
Q) lim@n—ntd)o—oo}=limA"ZE gt T4
s Lo HwﬂJnT =

2 2

SkorzystaliSmy z przeksztalcenia a —b = wynikajacego z wzoru skroconego

a+
mnozenia a® —b* =(a—b)a+b).

2n—-n—4 n—4 0
hm V2n—n+4)jo—o(=1lim =lim { }—
( ! } eN2n+Nn+4 N n+n+4

4

n _——
n
=lim—————=1im

n—>oo\/7 n—>oo 1+\/_
+i

(w drugim wierszu 11czn1k 1 mianownik podz1ehhsmy przez najwyzsza potege mianownika

tzn. przez Jn )

sx=
%\A

2n+l1 n
f) lim(1+lj =lim (1+1J T e?, bo lim 2';” -2
n—m n =00 n wm
n—2 3In — = 1
g) lim l_i =lim I—L o :e3:L’ bo llmn_zzé
n—»o0! 3n n—so 3n 3\/2 e 3

1 1 n (1 _ljn
n - -1
h) lim(n —lj . n . n e -

i) lim4/2” +3"

n—>0

Korzystamy z twierdzenia o trzech ciggach

343" <af2n 437 <af3n 437 =42.3" =3.4/2 53

Zatem 1imAi/2" +3"=3

n—>0
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(*) Stopa wzrostu ciagu.
(an) - cigg o wyrazach dodatnich.

Stopa wzrostu wyrazu a, (n> 1) to

o= Tl L
n dlan=1 przyjmujemy k; =0

Powyzszy wzoér mozna stosowaé np. do obliczania stop zwrotu akcji, wtedy ciag (a,) to ciag

notowan rozpatrywanych akcji. Stopy zwrotu wyrazamy czgsto w procentach.

Ciag staly ma zerowe stopy wzrostu.
Ciag arytmetyczny ma stopy wzrostu dazace do zera.

Ciag geometryczny ma state stopy wzrostu.

Procent prosty.
Ky - kapitatl poczatkowy,
p - roczna stopa procentowa,

K, - warto$¢ kapitalu po n latach,

P

Odsetki po kazdym roku sg state i wynosza K, 100 zatem
K,=K,1+-2
100
Ciag kapitatow Ko, K, Ko, ..., K, ... jest ciggiem arytmetycznym.
Procent skladany.
Odsetki po kolejnych latach wynosza K l(i) , K, 10pO , K, %9 itd
Zatem
K =K, +K,2=kK,|1+-2
100 100 )~
2
K2—K1+K1L:K1 L — 0 +L
100 100 ’

itd.

10



Ciagi i szeregi - Lucjan Kowalski

Ogo6lnie

K =K, 1+-2-
100

Ciag kapitatow Ko, Ky, Ko, ..., Ky, ... jest ciggiem geometrycznym.

Jeshi
k = liczba kapitalizacji odsetek w ciagu roku

to po n latach warto$¢ kapitatu wynosi

nk
K =K,|1+-2
%100

Oprocentowanie ciagle: (k —» )

kn np
lim K, =lim K |1+ P = K e
koo koo k100

Sumy czeSciowe ciagu (a,):
Si=ay,

Sy =a; +a,

BN

Stosujemy zapis: S, a;
i=1

Ciag (S,) nazywamy ciggiem sum czeSciowych.

Suma ciaggu arytmetycznego:
_ata,

Si’l
2

n

Przyklad

1+100

1+2+3+..+100= 100 = 5050

11
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Przyklad

2+100

2+4+6+...+100= 50 =2550

Suma ciggu geometrycznego:

n
5, =a,-—1
n _al
l_q gdy q#1
Sn o aln gdy q=1
Przyklad
1-2°
1+2+4+8+16+32= " 2=63
Przyklad
1-10°
1 +10+ 100 + 1000 + 10000 = 0 =11111

CIAGI - zadania

1. Oblicz:
2) lim 2! [-2] b) fim 72 [-0,5]
05 —3p nn - 2p” —1 ’
_(n+1) =(n-1) . [16n” —1
¢) lim 0 d) im,— 2
) n +1 0] ) o 2n+4n° 2]
6 -2 n!
e) lim—"— [1/64] lim D=2
n—)w(2n+3) ”%w(n+1)'+3n'
31 _gn 2" 4999
lim -1 h) lim=——— 12
23 45" - ) Ime L172]
) i +(-5) (0] 0 lim\/4n+1+\/4n+3
ne 10" oo fn+1+n+2
2. Oblicz:
a) im(vn+8—+/n) [0] b) lim(Wn®+n-n)

12

[2]

[0,5]
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3. Oblicz:

4. Oblicz:

5. Oblicz:

C) li_)r{l‘o(n—\/n2 +2n) [-1]

_1 4n
i hm(n—j [e®]
n>e\ 1 +1
4]’[ 4n
k) lim| e’
i) e
N liml+2+....+n (0]
e pt2

- 143+5+..+(2n-1)
¢) lim
noo Q2 4+446+4....+2n

[1]

a) im&/1+9" +7" [9]

n—0

a) lim~/1+n [1]

n—>0

a) HimA/11" +12" +10" [12]

n—>0

13

d) m(/n’ +4n —n) [0]

b) lim(1+ ! j [€’]

b) liml+2+....4+n [0]
n—® (n+2)

0 lirn1+5+9+....+(4n—3)
o 14243441

[4]

b) lim&/3+5n° [1]

b) limy/3+n [1]
)
b) limsm n+5n [0.5]
n-o  10p—1
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(*) SZEREGI LICZBOWE.

Szereg liczbowy to nieskonczony cigg sum czgsciowych:

n

a,+a,+..+a,+..=) a
n=1

Przyklad.

I 1. 1 1
—+—+—+—+

2 4 8 16
Przyklad.
I+1+1+1+...
Przyklad.

I-1+1-1+...

o0

Szereg Z a, jest zbiezny jesli cigg sum cze¢sciowych (S,) jest zbiezny. W przeciwnym

n=1

przypadku méwimy, ze szereg jest rozbiezny.

Wiedy S=lm§S

n .
300 nazywamy sumg szeregu

Przyklad.

I 1 1
Szereg §+Z+§ 16
Przyklad.

- jest zbiezny ma sum¢ rowng 1.

Szereg 1+1+1+1+... jest rozbiezny.

Przyklad

Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu 5!
o n(n + 1)

Wyraz n-ty ciggu sum czesciowych tego szeregu mozna przeksztatci¢ nastgpujaco:

1 T )= 1
o k(e +1) kZl(k k+1) klk kzlﬁ i+l

n
Sn_z

Stad
limS§, =1

a wigc rozpatrywany szereg jest zbiezny i jego suma wynosi 1

14
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Warunek konieczny zbieznoSci szeregu:

Twierdzenie.

Jesli szereg Z a, jestzbiezny to

n=1

lima, =0

n— ©

Dowod

Zauwazmy, 7€ an = Sn—l o Sn

M8

n.

gdzie \) n-1 1 S n oznaczaja odpowiednio (n-1)-sza i n-tg reszte szeregu d
n=1
Szereg < jest zbiezny, wigc:
g z an ] Y, ec:
n=1
limS,, =0 i limS, =0,
a zatem:

lima, =lim(S, ,—S,)=0

n
n—>0 n—»0

Uwaga.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

= 1
Szereg Z ; spelnia warunek konieczny lecz nie jest zbiezny.
n=1

Szereg geometryczny.

o0
n—1
a+aq+aq’ +aq +...= Z aq q = const
n=I1

Suma szeregu geometrycznego.

Gdy‘Q‘<1to S=1

15
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Przyklad.

n=1 n=1 n=1 1 _ l
9
Przyklad
(a)z byt 1o szereg zbiezny
2n 1 2 4 211 1 h l_l
2
e a1 11 . 1 1 2 szeregzbiezny
;(—1) S =l ) 73
2
Przyklad.
Stosujac wzor na sumg ciggu geometrycznego mozna zamienia¢ utamki okresowe na zwykte.
0,27272727....=0(27) = 0,27 + 0,0027 + 0,000027 +.... = 027 _27_3
1-0,01 99 11

Szereg harmoniczny rzedu r.

1 1 21
1+—+ .
27‘ 37‘ 41" Z

nln

Twierdzenie.

Szereg harmoniczny rzedu r > 1 jest zbiezny.
Szereg harmoniczny rzedu r < 1 jest rozbiezny.
Przyklad.

an jest zbiezny (r=2>1)
n=1

Przyklad.

_ jest rozbiezny (r=0,5<1)
X

Definicja

[M]s

a, -dany szereg.

=
Il
—_

a <b

$li n n
Jesi N to szereg

o0

b}’l

1[Ms

nazywamy majorantg szeregu Z a,

n=1

16
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c. <a

i n n
Jesli o n to szereg

[ee} o0
> - >
n  nazywamy minoranta szeregu n

n=1 n=1

Kryteria zbieznosci szeregow = warunki dostateczne zbieznosci szeregu.

Zakladamy, ze a, > 0.

Kryterium poréwnawcze.
Majoranta danego szeregu zbiezna = dany szereg zbiezny.

Minoranta danego szeregu rozbiezna = dany szereg rozbiezny.

Przyklad.

S 1 : . . .
Z 5 jest zbiezny, bo ma majorantg zbiezng
mn+4

= 1 = 1
Z 2+4gzz;_z(r=2>1)

n=1 1 n

Kryterium ilorazowe (d'Alemberta).

. a
- lim —+L =
Niech e g

o0
Jeslig>1to Z a, jest rozbiezny,

n=1

o0
Jeslig<1to Z a, jest zbiezny,

n=1
[e 0]

Jesli g = 1 to kryterium ilorazowe nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu Z a,
n=1

17
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Przyklad.
pugy
n+l nl’l
an+1 :( +1) an —
(n+1) n!
(n + 1)n+1
TR () ST 0 ) S
n>o g n— o ﬂ n— o (n +1) n"

n!

:lim(n+1j :lim(1+1—) —e>1
n— n n— n

0 n n
Szereg 2
n=1

Kryterium pierwiastkowe (Cauchy'ego).

Niech lim % a, = §

n— ©

Jeslig>1to Z a, jest rozbiezny,

n=1

Jeslig<1to Z a, jest zbiezny,

n=1
o0

Jesli g =1 to kryterium pierwiastkowe nie rozstrzyga o zbiezno$ci szeregu Z a, .
n=1

Przyklad.
0 2 n 2 n
Zbadamy zbieznos¢ szeregu z S , a,= " HS ,
. . -5 ‘ ’
llmnan:hm" = lim =0<1
n— © n— oo n—> o
o0 n2 L &n
Szereg Z jest zatem zbiezny na mocy kryterium pierwiastkowego.
n=l1 n

18
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Szeregi o0 wyrazach dowolnych
Definicja
Szereg

%o:(_ l)n+1 a, (a, >0)
n=1

nazywamy szeregiem naprzemiennym.

Wyrazy tego szeregu sa na przemian dodatnie i ujemne.

Kryterium L.eibniza.

Jezeli
. ciag (g, ) jest nierosnacy, tzn.
ay2a,2az2...2a, ...
° oraz lima, =0
to szereg naprzemienny %o:(_ 1)n+1 a jest zbiezny.
n=1 "
Przyklad
Szereg
§ (_1)n+1 .151_14_1_14_
nel n 2 3 477

jest zbiezny, poniewaz spetnia zatozenia kryterium Leibniza:
e jestto szereg naprzemienn 1

J g nap s a,=——0
n

» dlakazdegon mamy g, ; <gq,,gdyz 1 < 1.

n+l n
Mozna udowodni¢, ze suma S szeregu =« wel 1 1 1 1 rowna jest In2.
ST =l
n=1 n 2 3 4
Przyklad
Szereg » ( 1),,+1 1 ) 1 N 1 1 . jest zbiezny na podstawie kryterium Leibniza
n=l n’ 2% 34
Definicja

Szereg zbiezny § nazywamy bezwzglednie zbieinym, jezeli jest zbiezny szereg OZO:‘ a ‘ .
i n
= n=1

Przyklad

Szereg « 1
D (_ 1)n+1 n72

n=1

jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza.

19
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Poniewaz szereg 1 © 1,
STEnS=T
n=l1 n n=ln
takze jest zbiezny, wiec szereg © a1l 1
Zl(—l) Y
n= n

jest zbiezny bezwzglednie.

Twierdzenie
Jesli szereg jest zbiezny bezwzglednie to jest zbiezny.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe:

Szereg %0: - 1),,+1 1 jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza.
n=l1 n

Natomiast © ® jest iezny.

atomiast szereg 3 1)n+1 1 -5 1, jest rozbiezny

n=l1 n p=1n
Przyklad
Zbadaé zbieznoéé szeregu Oi Insin-/n
3
n=l n

Rozwazmy szereg utworzony z bezwzglednych warto$ci wyrazéw szeregu OZO: \/nsin/n :

n=l1 I’l3

OEOZ n ‘sin In ‘
n=l }’l3
do ktoérego mozemy zastosowac kryterium pordwnawcze.

Poniewaz dla kazdego naturalnego n
Slsin-lnl
< 9
3 <

n n5/2

wigc szereg z nlsin/n| jest zbiezny.

n=l1 I’l3

Na podstawie twierdzenia wynika stad, ze szereg %O: nsin~/n

n=l n3

jest zbiezny 1 to bezwzglednie.

Definicja szeregu zbieznego warunkowo
Szereg zbiezny lecz nie bezwzglednie zbiezny nazywamy szeregiem zbieznym warunkowo.
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Przyklad

Szereg postaci i(—l)"*' (3” + 4)7 jest szeregiem bezwzglednie zbieznym, poniewaz szereg

4n+2
3n+4)
_1 n+l
=D (4n+2)
3n+4 . 3n+4 3

Cauchye’go. Istotnie [jm, ° <1, wiec szereg i (—1)™ 3n+4Y) pa
n>o \[\ 4pn + 2 'H@ 4n+2 4 s 4n+2

0

2

n=l1

(3” +4) jest szeregiem zbieznym, co wynika z kryterium
‘T\4n+2

mocy twierdzenia jest zblezny.

Przyklad
Szereg postaci i(_l)m % nie jest szeregiem bezwzglednie zbieznym, bo szereg jego
n

n=1

n+l

1 jest szeregiem harmonicznym rzedu l
z J g ym rz¢ 5’

22

wigc jest szeregiem rozbieZnym.

Z kryterium Leibniza wynika natomiast, ze szereg i(_l)"“ 1 jest zbiezny poniewaz

20

ciag g, = 1 jest ciggiem malejacym dazacym do zera.
n

Wigc szereg naprzemienny i(_l)w % jest warunkowo zbiezny.
n

n=1

Przyklad 14. Szereg anharmoniczny i(_l)m 1 jest szeregiem warunkowo zbieznym.
n

Przyklad

Szereg Z( H™! E )’ jest szeregiem bezwzglednie zbieznym, poniewaz szereg

i (-n™! EZ'))' i v j est zbiezny, co wynika z kryterium d’Alemberta. Istotnie

n=l1 :1 }’l

((n+1)l) (2n)! _ lim (n+1)°  lim " +2n+1 <1. Wicc szereg Z( e n! jest

nm Qn+2)(n)? e Qu+)(2n+2) =dni+6n+2 4 - (2n)!
zbiezny.
Twierdzenie

Jesli szereg iﬂn jest bezwzglednie zbiezny, to dla dowolnej permutacji {m, }neN liczb

n=1

naturalnych szereg Zam jest zbiezny 1 ma taka samg sume jak szereg Zan .

n=l1 n=1

Twierdzenie Riemanna

Niech ian bedzie szeregiem warunkowo zbieznym. Dla dowolnego 4 e R U {-w,x0} istnieje

n=l1

permutacja {mn }ne v zbioru liczb naturalnych taka, ze A4 jest sumg szeregu i“m

n=l1
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SZEREGI - zadania

1. Wyznacz sumg szeregu:

DY3 D b 32 [1s)
§ 1 § 3.202.3M 1 9.40
9 Z (a+D)@n+3) I 5 s

la. Wykaza¢, ze dane szeregi sa rozbiezne (nie spetniajg warunku koniecznego zbieznosci):

n-1 0
) +1 © 10 2

) X by T\, o Z0-D"
_ n 1 2n+ 3 n=1 n

n=

X n

oy, o
d) 2 cosC. ) 1o +2-

2. Stosujac kryterium poréwnawcze zbadaj zbiezno$¢ szeregu:

S 4n+2 S 2
a rozb. b zb.
),,Z:‘anrl [ | )),,:13n2+1 [2b]
S+ +n 1+ +n
c zb. d rozb.
) Z:l: 5 [zb.] ) Z::, o [rozb.]
2a. Stosujac kryterium porownawcze zbadac zbiezno$¢ szeregow:
0 1 o0 1 0 n
a) ” b) 1 9 C) Z 3 9
n=1vn+1 n=2 In(n) n=1l n~ +2
1 © n"

2

4 2T, —
) n=1 n(n3 +1) 2 n=1 (2n+1)rl

3. Stosujac kryterium ilorazowe zbadaj zbieznos$¢ szeregu:

a) iif! [rozb.] b) i nn: [rozb.]
O A (b o 3 )
&~ (2n) ' = (2n) '
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3a. Stosujac kryterium ilorazowe zbada¢ zbiezno$¢ szeregow:

0 1 0 2 »
5 by 1-3..2n-1)
D e D=9 = YN
0 o © nl
d X o) X

n=1 (n+1)2 n=1 9"

4. Stosujac kryterium pierwiastkowe zbadaj zbiezno$¢ szeregu:

s} n+2 s} n
a) 23 - [rozb.] b) Sl [rozb.]
n=l1 n n=l1 n
© nsn © n33n+2
©) > ——  [rozb] d) D> — [zb.]
p 2n+ p n n2n

4a. Stosujac kryterium pierwiastkowe zbadac zbiezno$¢ szeregow:

o (n+1\" x n
a) Z( ) , b X "
n=1

n=1\2n-1 n

\®)

5. Zbadaj zbieznos¢ szeregu. Dla szeregdw zbieznych nalezy ustali¢, czy zbieznos¢ jest
warunkowa czy bezwzgledna.

a) i(—l)”% [zb. war.] b) i(—l)” \/i_n [rozb.]
c) i(— 1) . 35n [zb. bezwzgl.] d) i(—l)" 1n(n3+1) [zb. war.]

Uwaga. ad. d) In(n+1)<n+1
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