Granica funkcji - Lucjan Kowalski

GRANICA FUNKCIJI

Granica funkcji.

Xo - dowolna liczba rzeczywista.

O(xo, €) = (X0 - €; X0 + €) - otoczenie liczby (punktu) xo o promieniu &,

S(xo, €) = (X0 - € Xo)\U( X, Xo + €) - sgsiedztwo liczby (punktu) X o promieniu e,

Niech funkcja f bedzie okreslona w sgsiedztwie (punktu) X , g niech bedzie liczbg lub +oo,
lub -co.

Definicja granicy funkcji (wg Heinego).
Granica funkcji f w punkcie xy jest rowna g, jezeli dla kazdego ciggu (x,) argumentow
funkcji, zbieznego do x¢ , 0 wyrazach réznych od xo , ciag (f(x,)) warto$ci funkcji ma granice
rowng g.
Zapis:

lim f(x) =g

X=X

Analogicznie okreslamy:
lim f(x) = g

lim f(x)=g

Definicja granicy funkcji (wg Cauch'ego).

O e i Atind G

Uwaga.
a) powyzsze definicje granicy funkcji sg rownowazne,
b) rachunek granic skonczonych jak dla granic ciggow,
c) symbole nieoznaczone jak dla granic ciggow.

Przyklad.

lim—x_z{g}—lim 2t S |
o252 —4 0] >2(x-2)x+2) >2(x+2) 4

Granice jednostronne funkcji.

Niech funkcja f bedzie okreslona w lewostronnym sgsiedztwie (punktu) xo , g niech bedzie
liczbg lub +oo, lub -oo.

Definicja.

Granica lewostronna funkcji f w punkcie xo jest rowna g, jezeli dla kazdego ciagu (x,)
argumentoéw funkcji, zbieznego do X , 0 wyrazach mniejszych od x , ciag (f(x,)) wartosci
funkcji ma granice réwna g.

Zapis:

limo f(x)=g lub lim f(x)=g
Analogicznie okre§lamy granice prawostronng:
Zapis:

lim f(x)=g lub lim f(x)=g

x—xy+0 X—>Xg+
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Twierdzenie.
Funkcja f ma w punkcie xo granicg g wtedy i tylko wtedy gdy istniejg granice jednostronne
funkcji f w punkcie x¢ 1 s3 one rowne g tzn.:

limfx)=g < (lim f(x)=g A lm f(x)=g)

Przyklad.

.1 1 .1 1 _ .
lim =—=00, lim——=—=-00, granice jednostronne sg rozne
=3+x=3 ( -3-x=3 (
zatem lim nie istnieje.

-3 x—3
Niektore granice
T lim S _ | adzie k- stata %0,
=0 x x—0

. ! . DN . K .
11H(}(1+X)x:€, lim|1+—| =e, lim|1+—| =e", gdzie k — stala,
x> x—>*o0 X xX—>Fo0 X

Funkcja ciagla.
Funkcja f okreslona w otoczeniu punktu X, jest ciggla w punkcie x¢, gdy istnieje granica
funkcji f'w punkcie x¢ 1 jest rowna wartosci funkcji w tym punkcie, tzn.

lim () = £(x,)

Analogicznie okreslamy jednostronng ciaglo$é funkcji.

Funkcja fjest ciagla w przedziale, gdy jest ciagla w kazdym punkcie tego przedziatu.
Funkcja jest ciagla gdy jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny.
Przyklad

] x+1 x#0 . . C . .. ‘2
Funkcja f(x)= 0 nie jest ciggta dla x = 0, granica jest inna niz warto$¢

funkcji w tym punkcie linol f(x)=1=# f(0)=0. Jest to przyktad nieciaglos$ci usuwalnej.

Przyklad

] x+1 x>0 .. . ..
Funkcja f(x)= : 0 nie jest ciggta dla x = 0, granice jednostronne w tym
xX— x<

punkcie, chociaz istniejg 1 sg wlasciwe, to sg rdzne. Jest to przyktad nieciaglosci I rodzaju.
Przyklad

. sin x#0 o :
Funkcja f(x)= X nie jest ciggla dla x = 0, nie istnieja nawet granice
0 x=0
jednostronne funkcji w tym punkcie. Jest to przyktad nieciaglosci II rodzaju.
Przyklad (funkcja Dirichleta)

1 dy x wymierne
Funkcja f(x) = el . . nie jest ciggta w zadnym punkcie.
0 gdy x niewymierne

Twierdzenie (o ciaglosci sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)
Jezeli funkcje 1" 1 g s cigglte w punkcie xo, to:

a) funkcje f+ g, f— g sa ciagle w punkcie xo;

b) funkcja f-g jest cigglta w punkcie xo;
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c) funkcja f jest ciggta w punkcie xo, o ile g(xo) # 0.
g
Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla funkcji cigglych jednostronnie.

Twierdzenie (o ciaglosci funkcji ztozonej)
Jezeli

1. funkcja f jest ciaglta w punkcie xo,

2. funkcja g jest ciggta w punkcie yy = f(xo),

to funkcja zlozona go f jest ciagla w punkcie xy.

Twierdzenie (o ciaglosci funkcji odwrotnej)
Jezeli funkcja f jest ciagla i rosngca na przedziale [a,b], to funkcja odwrotna f ' jest ciagta
1 rosngca na przedziale [f(a),A(b)].

Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla funkcji malejace;.

Uwaga
Funkcje elementarne sa ciagle w swoich dziedzinach.

Twierdzenie (0 monotonicznosci funkcji ciaglej i r6znowartosciowej)
Niech funkcja f'bedzie ciagla na przedziale [a,b]. Wowczas, funkcja f jest roznowartosciowa
na przedziale [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy jest malejaca albo rosnaca na tym przedziale.

Twierdzenie.
Funkcja ciggla w przedziale domknigtym osigga w tym przedziale warto§¢ najmniejsza
1 warto$¢ najwicksza.

Twierdzenie (wlasnos¢ Darboux).

Zaktadamy, ze funkcja 1 jest ciggla w przedziale domknigtym <a, b>.
Jesli f(a) # f(b) oraz f(a) < g < f(b) lub f(b) < g < f(a)

to istnieje ¢ € <a, b>, ze f(c) = g.

Whiosek. Jesli f(a) , f(b) majg rézne znaki to istnieje ¢ € (a, b), ze f(c) = 0.

Powyzszy wniosek pozwala w prosty sposob wyznaczaé przyblizone miejsce zerowe
dowolnej funkcji cigglej w danym przedziale, (jesli istnieje) nalezy dzieli¢ dany przedziat na
podprzedziaty na koncach ktorych funkcja ma rézne znaki np. metoda potowienia.

Asymptoty.
Asymptota pionowa.
Prosta x = a jest pionowg asymptota prawostronng funkcji f jesli funkcja f jest okreslona
w pewnym lewostronnym sgsiedztwie punktu a oraz
Jim, (3) =

Prosta x = a jest pionowa asymptotg lewostronng funkcji f jesli funkcja f jest okre§lona
w pewnym prawostronnym sasiedztwie punktu a oraz
lim f(x)=2o00

x—a+0
Prosta x = a jest pionowg asymptotg obustronng funkcji fjesli ta prosta jest pionowa
asymptotg prawostronng i jest pionowg asymptotg lewostronng funkcji f.
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Asymptota pozioma.
Prosta y = c jest poziomg asymptotg prawostronng funkcji fjesli

lim f(x)=c
Prosta y = c jest poziomg asymptota lewostronna funkcji f jesli
lim f(x)=c

Prosta y = c jest pozioma asymptota obustronng funkcji fjesli ta prosta jest pozioma
asymptotg prawostronng i jest poziomg asymptota lewostronng funkc;ji f.

A

y=f(x)

v

asymptota pozioma

Asymptota uko$na.
Prostay=ax +b (a#0) jest uko$ng asymptota prawostronna funkcji f jesli

lim& =a oraz lim[f(x) — ax] =b
X—>00 x X—>0

Prostay=ax +b (a# 0) jest uko$ng asymptotg lewostronng funkcji f jesli
lim £ _ oraz lim [f(x)—ax]=b
X—>—0  x X—>—0

Prostay=ax + b (a # 0) jest uko$ng asymptota obustronng funkcji f jesli ta prosta jest
uko$ng asymptota prawostronng i jest uko$ng asymptota lewostronng funkcji f.

Uwaga.
Dla duzych |x| warto$¢ funkcji w punkcie x jest w przyblizeniu rowna ax + b tzn.:

f(x)zax+b
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GRANICA FUNKCJI - zadania

1. Na podstawie definicji granicy

a) Heinego wykaz, ze lim> =4
x—2 2 —X
x’+8
b) Cauchy'ego wykaz, ze lim2 5 =-12
X—>—~2 — _x
2. Oblicz
. x°—8
a) lim -12
) =2 D —x [ ]
2x
¢) lim———— [1]
=0 4x? +6x+3
1 Vx
e) lim[1+—j [ 1]
X—>0 x
limot =2 [0,5]
o3t 464"
,‘3 —
1) lim—xJrl ! [ 1/3]
x—0 X
x*—4
k) lim 2

3. Oblicz granice jednostronne funkcji:

a) f(x) =L dlax=2
x—-2
b) f(x) :L dlax=2
2—x
1
c) f(x)=e* dlax=0
1
d) f(x)=e* dlax=0
4. Wyznacz asymptoty funkcji:
2x+1
a) f(x)=
x=3
2x% +3x+7
b) f(x)=——F—

x+2

_ 2
b) lim— 2% *4X*3 [-0.5]
e 4x” +8x+1
3
dy Tim > 3]
=l x+1
. 2x
" £1LIOlsin4x (0]
h) hmM [0]
x>0 4x” +8x +1
—2x" +4x+5
) lim—— ®
D 4x’ +8x+1 ]
sin2x
1) lim 2
) -08in4x (2]

[f(2-) =-00, f(2+) = 0]

[f(2-) = o, f(2+) = -]

[f(0-) =0, f(0+) = o]

[f(0-) = o, f(0+) =0]

[x=3,y=2]

[x=-2,y=2x-1]
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457 +2x* +x+1

c) f(x)= > [x=-2,x=1,y=4x-2]
X" +x-2

d) f(x)=vx®+1 [y=-x,y=x]

e) f(x)=e [x=0,y=1]

5. Sprawdz, ze funkcja f jest ciggta:
x* =9

x#3
a) f(x)=1 x-3
6 x=3
_ b
b f=¢" x#0
x=0
) e x’ |x| <1
c X)=
2—x° |x| >1
6. Sprawdz, ze funkcja f nie jest ciagla:
x* =9 x#3
a) f(x)=) x-3
3 x=3
_L
b f)=°" x#0
1 x=0
) 09 x? |x| <1
c X)=
4-—x* |x| >1
7. Dla jakiej warto$ci parametru k funkcja f jest ciggla w punkcie xo:
>+1 <0
) f0=" i X0=0 [1]
x+k x>0
b) ) x> +2k x<1 . (0]
X)= X0 =
Jx x>1
x4k x>0
c) Sf(x)= Xo=0 [1]
e’ x<0



