Pochodna - Lucjan Kowalski

POCHODNA FUNKCIJI.

Niech funkcja f'bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu x,
h # 0 takie ze x + h nalezy do tego otoczenia.

X - argument wyjSciowy,

f(x) - wyj$ciowa warto$¢ funkcji,

h - przyrost argumentu,

f(x + h) - koncowa warto$¢ funkcji,

f(x + h) - f(x) = przyrost funkcji,

fx+h)-f(x) _AF

—— - iloraz réznicowy,
h Ax

Definicja.

Pochodna funkcji f w punkcie x to granica ilorazu réznicowego gdy przyrost argumentu dazy
do zera (o ile granica ta istnieje).

Zapis:

e SR = ()
S = lim FEE

Inne oznaczenie:

/A C)
S ==

Podobnie mozna zdefiniowac pochodne jednostronne (nalezy rozpatrywac jednostronne
granice ilorazu ré6znicowego).
Pochodng rowng + o nazywamy niewlasciwa.

Interpretacja pochodnej.

Interpretacja geometryczna.

f'(x)=tga gdzie a jest katem nachylenia stycznej w punkcie (x, f(x)) do osi 0X.
(dlatego f(x) = [x| nie ma pochodnej dla x = 0, (brak stycznej))

- —:B
styczna

Przyrost wartosci funkcji jest proporcjonalny do pochodne;j.
Dla matych (bliskich 0) h mamy

, x+h)— f(x ,
f = LI stad G+ hy=f() = £

zatem przyrost funkcji odpowiadajgcy matemu przyrostowi argumentu h jest wprost
proporcjonalny do h, a wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest f'(x).
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Interpretacja fizyczna.
Ay

1. Jesli y(t) okresla potozenie punktu na osi w chwili t, to iloraz réznicowy A

jest predkoscia
$rednig a pochodna y'(t) jest predkoscig chwilowa.
2. Jesli v(t) okresla predkos¢ punktu w chwili t, to iloraz roznicowy i—‘; jest przyspieszeniem

srednim a pochodna v'(t) jest przyspieszeniem chwilowym.

Rozniczkowalnos¢ = istnienie pochodnej,
Roézniczkowalnos$¢ w przedziale = rézniczkowalnosé¢é w kazdym punkcie tego przedziatu.

Uwaga.
Jesli f jest rozniczkowalna w punkcie x to f jest ciggta w tym punkcie.
(odwrotna wlasnos$¢ nie jest prawdziwa np. f(x) = [x] ).

Rachunek pochodnych:
f, g - r6zniczkowalne w punkcie x, c - stala,
(cf) =¢f
(ftg)=f*g (pochodna sumy (réznicy) funkcji)
(f-g9)=f g+f-g (pochodna iloczynu funkcji)
(ij = % (pochodna ilorazu funkcji)
g g
Jeslif=gh)to f =g (h)-h (pochodna funkcji ztozonej)

Podstawowe wzory.

(x") =m""  wszczegdlnosci (¢) =0, (x) =1, (x*) =2x, (_j =2 (\/;) S
X

(e*) =e*,  ogolnie (@*) =a*Ina,
o1 1 | 1
(lnx) =— ogo6lnie (loga x) = ,
X xlna
(sinx) =cosx (cosx) =—sinx,
) 1 ) —
(tgx) =— (ctgx) =——.
cos’ x sin® x
Przyklad.

’ ’ ’ '

@ (2x°-5x+7x+4) =2(x*) —=5(x*) +7(x) +(4) =6x? —10x+7

! ! ’

(b) (xzex) =(x2) e’ +x2(ex) =xe' (x+2)
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!

( 2x+3 j:(2x+3)'(x2+2x—3)—(2x+3 X% +2x-3)
(xz+2x—3)2

_2(? +2x-3)-(2x+3)2x+2) _ 22> —6x-12
(x2 +2x—3)2 (x2 +2x—3)2

@ (2 + 5)4)' = 402x> +5)°(2x* + 5)' = 24x%(2x° +5)°

(e) (x*) = {ab = ebl"”}: (e“”)' = -(xlnx)' =x"(Inx+1)

Twierdzenie (o pochodnej funkcji odwrotnej)

Niech

1. funkcja f bedzie ciggla na przedziale (a,b),

2. funkcja f bedzie malejaca albo rosnaca na przedziale (a,b),

3. f(x,)#0, x, €(a,b).

Wtedy funkcja odwrotna f - jest r6zniczkowalna w punkcie yy = f(x¢) oraz

PPN
) () Ay

Wzér ten jest prawdziwy takze dla pochodnych jednostronnych wtasciwych i niewtasciwych.

Uwaga

Pochodne funkcji elementarnych sg funkcjami elementarnymi.

Zestawienie pochodnych

Funkcja Pochodna
¢ (c-stata) 0
xa wcafl
Sin X COS X
Cos x —sinx
tg x
8 —=1+1tg’x
Ccos” x
ctg x _
8 ——=-1-ctg’x
sin” x
a’ a*lna
X eX
shx chx
chx shx
thx 1
ch’x
cthx -1
sh?x
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arcsin x 1
1-x*
arccosx 1
1-x*
arctgx 1
1+ x?
arcctgx -1
1+x?
log, x 1
xIlna
Inx 1
X

Witasnosci pochodne;j

(Cf)/(x) = Cf/(x) c - stata

(ftg) ()= (0)tg'(x)

(/- 9) ()= (x)g)+ f(x) g (x)

(ij (1=t )80~ () )
g g ()

(gof) (x)=g'(f™))f' ()

1\/ 1 .
N 0)=—7T dzie y, = f(x,
(f)(y)f(x()) gdzie y, = flxy)

(re) =)

(log ; g)’ = (ln_g]

In f

POCHODNA - zadania

1. Oblicz pochodng funkc;ji:

a) f(x)=2x"-5x"-4

3 2

X X X

b) f(x) =x—?——+—+4

2
¢) f(x)=x’ ()c2 —1)2
d) f(x)=e" (x2 -2x+ 2)
e) f(x)=xlnx—x

H fo)="""

J— x_
2x+2

4

63* —10x]
:l—x—)c2 +x° ]
352 —10v* +7x°
ve']

[Inx]
1
_(x+1)

2




Pochodna - Lucjan Kowalski

9 S()= a
— X

e’ —1
e’ +1

h) f(x)=

i) f(x)=\xxvx

2. Oblicz pochodng funkc;ji:

a) f(x)=y2x+3

b) f(x)=sin’ x
¢) f(x)=cos’ x

d) f(x)=sin6bx

e) f(x)=xyx*+1

—-X

N f ="
e +e

3—x?
2—x?

g f(x)=In

h) f(x)=x"
D) f(x)=x""
3. Oblicz (korzystajac z definicji) pochodng funkc;ji:

a) f(x)=x’+x

b) £ —

c) f(x) :)ch2
X

=

e

3sin’ xcosx]

:—50054 xsinx]
[6c0s6x]

2x% +1
_q/x2+1

2 }
X' =5x* +6
1+ 21nx)]

xlnxfl l n x]

:?ax2 + 1]

[




