Zastosowania pochodnej - Lucjan Kowalski

ZASTOSOWANIA POCHODNEJ

Regula de I'Hospitala.

Twierdzenie.
Niech f, g - r6zniczkowalne w pewnym sgsiedztwie punktu x, oraz

1) lim f(x)=limg(x)=0 lub lim f(x)= lim g(x)=w
2) istnieje skonczona lub niewtasciwa granica lim ——= f (x)

X—)XO g (x)
wtedy lim JSlx )—1 S
Sugn) o g(v)

Uwaga.
Powyzsze twierdzenie jest rowniez prawdziwe dla granic jednostronnych i granic
w nieskonczonos$ciach.

Uwaga.

Powyzsze twierdzenie stosuje si¢ tylko w przypadku symboli nieoznaczonych [%} 1 [S} .
o0

Przyklad.
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Monotonicznos¢ funkcji.

Jesli £'(x) >0 dla x € (a, b) to f(x) jest rosnaca w przedziale (a, b),
Jesdli f'(x) <0 dlax € (a, b) to f(x) jest malejaca w przedziale (a, b),
Jesli f'(x) =0 dlax € (a, b) to f(x) jest stala w przedziale (a, b),
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Ekstremum funkcji.
Funkcja f ma w xo maksimum jesli w pewnym otoczeniu tego punktu f(x) < f(xo) (x # Xo).
Funkcja f ma w xo minimum jesli w pewnym otoczeniu tego punktu f(x) > f(xo) (X # Xo).

Ekstremum = maksimum lub minimum.
Ekstremum nie musi pokrywac si¢ z wartoscig najwieksza (najmniejsza) funkcji w przedziale.

Warunek konieczny ekstremum.

Jesli funkcja f ma w x¢ ekstremum 1 jest w tym punkcie rézniczkowalna to
Sf'(x9)=0

Uwaga.

1) odwrotne twierdzenie nie zachodzi (np. y = x°),

2) funkcja ktéra nie jest rozniczkowalna moze mie¢ ekstremum (np. y = [x|),

Warunek dostateczny ekstremum.

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu xo. Jesli f jest :
- ciagltaw xg

- rosngca (malejaca) w lewostronnym sgsiedztwie X

- malejaca (rosngca) w prawostronnym sasiedztwie X

wtedy f ma w xo maksimum (minimum).

Warunek dostateczny ekstremum funkcji rézniczkowalnej.

X Xo X Xo

f'(x) + 0 - f'(x) - 0 +

f(x) / max \ f(x) \ . /
min

Przyklad.

Wyznaczy¢ przedziatly monotoniczno$ci i ekstrema funkcji f(x) = e .
Df=R, funkcja fjest parzysta.

f'(x)= —2xe™™ f'(x)=0 < x=0

X x<0 0 x>0
f'(x) + 0 -
f(x) max

/ fmax = f(0)=1
Zauwazmy, ze lim e =0 oraz lime™ =0

Zatem prosta y = 0 jest asymptotg poziomg obustronng.

A
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Wartos¢ najwi¢ksza i wartos¢ najmniejsza funkcji ciaglej

w przedziale domkni¢tym <a, b>:

Funkcja ciagla w przedziale domknigtym <a, b> osigga warto$¢ najwicksza 1 wartos¢
najmniejsza. Wartosci te moga by¢ przyjmowane przez funkcje f jedynie na koncach
przedziatu lub w takich punktach przedziatu (a, b) w ktérych pochodna f '(x) jest réwna zero
lub nie istnieje.

Przyklad.

Wyznaczyé najmniejsza i najwigksza wartosé funkcji f(x) = x’¢* w przedziale [-3, 3].
Rozwiazanie:

Pochodna f'(x) = x(x+2)e* ma miejsca zerowe x =01 x = -2,

Zatem warto$¢ najwieksza to max(f(-3), f(3), f(0), f(-2)) = 9¢°.

Zatem warto$¢ najmniejsza to min(f(-3), f(3), f(0), f(-2)) = 0.

Twierdzenie (Rolle’a)
Jesh
1. funkcjaf jest ciggta na [a,b]

2. funkcja f ma pochodng na (a,b)
3. fla)=/b)
Wtedy istnicje € € (a,b), ze f'(c)=0.

Interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a

Na wykresie funkcji cigglej na przedziale domknigtym, rozniczkowalnej we wnetrzu tego
przedzialu i przyjmujacej jednakowe wartosci na jego koncach istnieje punkt, w ktérym
styczna jest pozioma.

f(a)=1(b) |- .
| | ]
| | 1
O 2 ¢ an
Twierdzenie (Lagrange’a)
Jesli
a) funkcja fjest ciagla na [a,b]
b) funkcja f ma pochodng na (a,b)
b)—
Witedy istnieje € € (a,0),ze f'(c)= w
-a

Interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a

Na wykresie funkcji ciagglej na przedziale domknigetym i rézniczkowalnej na wnetrzu tego
przedziahu istnieje punkt, w ktorym styczna do wykresu jest rownolegta do siecznej taczacej
konce wykresu.
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y=f(z)

ab-=-cece- - _

Pochodna rze¢du drugiego (druga pochodna)
£ =(1")

tzn. pochodna rzedu 2 jest pochodng pochodnej rzedu 1.

2
Inne oznaczenie: af
dx’

Przyklad:

f(x)=x" +2x° - 4x* + 3

f'(x) = 5x" + 6x* - 8x

f"(x)=20x> + 12x - 8
Uwaga.

Funkeja f jest klasy C° w przedziale (a, b) jesli jest ciagta w tym przedziale.
Funkcja f jest klasy C' w przedziale (a, b) jesli f 'istnieje i jest ciagta w tym przedziale.
Funkcja f jest klasy C* w przedziale (a, b) jesli f " istnieje i jest ciagta w tym przedziale.

Zastosowania f "'
Warunek dostateczny ekstremum.

Twierdzenie.
Niech f bedzie klasy C* w pewnym otoczeniu punktu Xo.
Jesli f'(x,)=0oraz f"(x,)# 0 to f maw x( ekstremum.
Przy czym jest to

minimum gdy f"(x,) >0

maksimum gdy f"(x,)<0
Uwaga.
Jesli f'(x,)=0oraz f"(x,) =0 to powyzsze twierdzenie nie rozstrzyga o istnieniu

w Xo ekstremum.

Wypuklos¢ funkcji.

Funkcja f r6zniczkowalna w (a, b) jest wypukla ku dotowi (wypukla) w (a, b) jesli styczna
do wykresu w punkcie (x, f(x)) dla a < x <b lezy ponizej wykresu funkcji.

Funkcja f rézniczkowalna w (a, b) jest wypukla ku gérze (wklesta) w (a, b) jesli styczna do
wykresu w punkcie (x, f(x)) dla a <x <b lezy powyzej wykresu funkcji.
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Twierdzenie.

Niech f bedzie klasy C* w (a, b).

Jesli f"(x) <0 dlaa<x<bto fjest wypukla ku gorze w (a, b) (wklesta).
Jesli f"(x,)>0 dlaa<x<bto fjest wypukla ku dolowi w (a, b) (wypukla).

Przyklad.
Dla funkcji f(x)=x”, mamy f"(x)=2>0, zatem jest to funkcja wypukta.

Dla funkcji f(x)=-x>, mamy f"(x)=-2<0, zatem jest to funkcja wklesta.

Punkt przegiecia.

Niech f bedzie cigglta w pewnym otoczeniu punktu X.

(X0, f(X0)) jest punktem przegiecia jesli f jest wypukta ku gérze w pewnym lewostronnym
sgsiedztwie punktu x 1 f jest wypukta ku dotowi w pewnym prawostronnym sasiedztwie
punktu xo lub odwrotnie.

Twierdzenie.
Niech f bedzie klasy C* w pewnym otoczeniu punktu x.
Jesli f"(x,)=0oraz f"(x) zmienia znak w X to (Xo, f(X¢)) jest punktem przegigcia.

Przyklad.

Dla funkcji f(x)=x", mamy f"(x)=6x, f"(x)=0&x=0,
oraz f"(x)<0 dla x<0, f"(x)>0 dla x>0

zatem punkt (0,0) jest to funkcja wypukta.

ZASTOSOWANIA POCHODNEJ - zadania

3. Wyznacz ekstrema funkcji:
a) f(x)=x’-3x"+6x+7
b) f(x)=x’-9x*>+15x-3
¢) f(x)=(x~4)"(x+3)
d) f(x)=xlnx

[brak ekstr.]

[Ymax = Y(1) =4, Yinin = ¥(5) = -28]
[Ymax = Y(0) = 4*3°, yimin = y(4) = 0]
[Vmin = y(1/e) = -1/¢]

Inx

e) f(x)=x+— [brak ekstr.]
X
3 2 2
D )= -2 [Yonax = Y(-1) = 0,5, Yurin = y(2) = 4]
g) f(x)=16x(x-2) [ Ymin = ¥(0.5) = -27]
h) f(x)=4x—5Vx" [D =R, Yamax = y(0) = 0, ymin = y(1) = -1]
4. Wyznacz najmniejszg i najwiekszg warto$¢ funkcji w podanym przedziale:
a) f(x)=x’-9x> +15x-3 dla xe(-44) [f(-4) =271, f(1) = 4]
b) f(x)=xIlnx dla xe(Le) [f(1) =0, f(e) = ¢’]
¢) f(x)=3x-x° dla xe(-23) [f(3) =-18, f(1) = f(-2) = 2]
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5. Oblicz druga pochodng funkcji:

a) f(x)=2x"—5x>—4 [12x—10]
3 2 4
b) f(x):x—x?—%+%+4 [—1—4x+9x2]
o) f(x)=x(x* -1) [6x— 400 +42:°]
d) £ =(x+1)(x-2) [6x]
6. Wyznacz punkty przegiecia funkcji:
a) f(x)=x" [(0, 0)]
b) f(0)=(x+1)* (x~2) [0, -2)]
Q) f(x)=(x—4) +4x+4 [(4, 20)]
7. Oblicz granice stosujac regute de I’Hospitala:
. x -8 . X =3x>+2
VI S Lol
3
0) limln—sx [ 0] d) lim™— [0]
X—>0 x X—>00 e
2x
lim x* 1 li 0,5
) il L] D Xl—r>%sin 4x (03]
o) lim& =% [2] h) lim & [0,5]
x—0 X x=>081Nn 2x

8. Zbadaj funkcje 1 naszkicuj ich wykresy:
a) f(x)=x’—4x> +4x+1

b) f(x)=xe
O f(x) =

(x=1)

3
X

d) f(x) ZW

¢) f(x)=4x—5Vx"
f) f(x)=16x(x -2)’

9. Liczbe 64 roztozy¢ na dwa dodatnie czynniki aby ich suma kwadratow byta maksymalna.

10. Objetos¢ walca wynosi V. Wyznaczy¢ promien R podstawy tego walca aby pole
powierzchni catkowitej byto minimalne.



