Catka - Lucjan Kowalski

CALKA NIEOZNACZONA

f - funkcja okreslona w przedziale E.
Funkcja pierwotng funkcji f w przedziale E nazywamy funkcje¢ F taka, ze

F@=f( A

Np. funkcja pierwotng funkceji f(x) =2x + 3 x € R

jest funkcja F(x)=x"+3x bo F'(x)=2x+3,

Zauwazmy, ze funkcje F(x) =x>+3x +5 i F(x)=x”+3x—2 tez sa funkcjami pierwotnymi
tej funkcji.

Ogoblnie F(x) =x*+ 3x + C gdzie C - dowolna stala, jest funkcja pierwotna funkcji

f(x) =2x + 3.

Twierdzenie.

Jesli F(x) jest funkcja pierwotng funkcji f'w przedziale E to kazda funkcja pierwotna ma
posta¢ d(x) = F(x) + C.

Calka nieoznaczong funkcji f w przedziale E jest zbior jej wszystkich funkcji pierwotnych
czyli zbior F(x) + C, gdzie F(x) jest dowolng funkcja pierwotng funkcji f.
Stosujemy zapis:

jﬂ@ﬂ:n@+c

Calkowanie = obliczanie calki nieoznaczone;j.

Twierdzenie.
Jesli fjest ciggta w E to istnieje w tym przedziale catka nieoznaczona funkcji f.

Podstawowe wzory:

r+l

IdezC jdx:x+C Ix’dx:x +C r#-—1
r+1

Ildx:ln|x|+C Iexdxzex+C ja"dxz ¢ ic
X Ina
jsinxdxz—cosx+C IcosxdxzsinerC,
Inne wzory.

j sdx =arctgx+C J. dx =arcsinx +C

1+x l_xz

Iln xdx =x(Inx-1)+C J.tg xdx =— 1n|cos x| +C '[ctg xdx :1n|sin x| +C
j 12 dx=tgx+C j,z dx =—ctgx+C

cos” x sin” x
Przyklad.

2 xg 2
J-xx/;dx=J-x2dx=?+C=gx2\/;+C
2

Wilasnosci.

J-cf(x)dx = c'[ f(x)dx '[[f(x) + g(x)]dx = J-f(x)dx + J-g(x)dx
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Przyklad.
I6x2 —4x+3dx = 6jx2dx—4jxdx+3jdx =2x*-2x* +3x+C

Przyklad.

e dx dx =
j 3 xz j \/_ j \/_ j
Calkowanie przez czesSci.
[£')g()dx = f(x)g(x) - [ £(x)g'(x)dx
Przyklad.

[re'ds = {g(x) =x fi@)=e

g0 =1 f(x)=ex}:xex‘fe’“dX=e"(x—1)+c

Przyklad.
g(x)=Inx f'(x)=1
[ 1n xex = g'(x)=% Fo)=x =xInx— [dx=x(nx-1)+C

Calkowanie przez podstawianie.

[fGodx = [ f(2@)g @)t

Whioski.

1) j%dx =In|f (x)|+ C

2)  Jesli j f(x)dx=F(x)+C to j F(ax+b)dx =~ F(ax+b)+C
a

Przyklad.

sinx =t
j S cosxdx =4 cosxdx =dt ¢ = Ie’dt =e'+C=e""+C

1
dx = dt
COoS X
Przyklad.
jtgxdx = I SIY v :—I_SIHx dx :—1n|cosx| +C
cos X CoS X

Przyklad.

j cos(2x — 5)dx = %sin(Zx ~-5)+C

Przyklad.

J-«/3x+ 2dx = %(3”2)3“ +C= §(3x+ D3x+2+C
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Calkowanie przez rozklad na ulamki proste.
2 1

x—1 _[.3 3, 2 LRI
J- dx = J-(x+l)(x 2 '[ dx+'|.x_2dx—3ln|x+1|+3ln|x 2|+C

2
x“—x-2

CALKA OZNACZONA

Podzialem odcinka [a,b] na n czg$ci nazywamy zbior

P= {xo,xl,...,xn},
gdziea=xy<x;<..<x,=b.

Oznaczenia
Axy = xp, - xp.; — dhugo$¢ k-tego odcinka podziatu P, 1 <k < n;
O(P) = max{Ax;: 1 <k <n } —$rednica podziatu P;
x; €[x,_,,x,], punkt posredni k-tego odcinka podziatu P, 1 <k <n.
Def. (suma calkowa)
Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a,b] oraz niech P bgdzie podziatem tego
przedziatu. Sumg catkowg funkcji f odpowiadajacg podziatlowi P odcinka [a,b] oraz punktom
posrednim x’, 1 <k < n tego podziatu nazywamy liczbe
def n

o(f,P)= Zf(xk)Ax

Suma catkowa jest przyblizeniem pola obszaru ograniczonego wykresem funkcji y = f(x), osig
Ox 1 prostymi x = a, x = b przez sume¢ pol prostokatow o podstawach Ax, 1 wysokosciach

f(x), 1<k<n.

L4 y=/(zr)

s

[0} a Axy
Niech funkcja f'bedzie ograniczona na przedziale [a,b]. Calke oznaczong Riemanna z funkcji f
na przedziale [a,b] definiujemy wzorem

| S()dx = lim Z f(x))Ax,

5(P)—0 =

D
g

A Azq b oz

o ile granica po prawej stronie znaku rownosci istnieje oraz nie zalezy od sposobu podziatow
P przedziatu [a,b] ani od sposobéw wyboru punktow posrednich x;, 1 < k < n. Ponadto

przyjmujemy

T F(x)dx Y0 oraz j F(x)dx v j f(x)dx dlaa<b.
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Funkcje, dla ktorej istnieje catka oznaczona Riemanna na [a,b] nazywamy funkcja catkowalng

b b
na [a,b]. Zamiast symbolu J- f(x)dx mozna pisaé I f(x)dx lub krotko J- f albo tez j f.
a [a,b] a [a,b]
Zauwazmy, ze calka oznaczona jest liczba!

Uwaga. Kazda funkcja catkowalna jest ograniczona, ale nie kazda funkcja ograniczona na
przedziale jest na tym przedziale catkowalna (np. funkcja Dirichleta).

Tw. (warunek wystarczajacy catkowalno$ci funkcji)

Jezeli funkcja f'jest ograniczona na przedziale [a,b] 1 ma na tym przedziale skonczong liczbe
punktow nieciagtosci I rodzaju, to jest na nim catkowalna.

Uwaga. 7 powyzszego twierdzenia wynika, ze funkcja ciagla na przedziale jest na tym
przedziale catkowalna. Z drugiej strony funkcja catkowalna na przedziale moze miec
nieskonczenie wiele punktow nieciaglosci. Przyktadem takiej funkcji jest

. 0 dla x =0
x) = _
' dla0<x<1

Funkcja f'jest catkowalna na przedziale [0,1], ale w punktach , _ l, n>2 jest nieciagla.
n

Calka oznaczona funkcji cigglej.
f - funkcja okreslona i ciggla w przedziale <a, b>.

[/ ()dx = (F()), = F(b) - F(a)

gdzie F - funkcja pierwotna funkcji f w tym przedziale.

Uwaga.

Przyjmuje sig, ze

a b a

j F(x)dx =0 oraz j F(x)dx =— j F(x)dx
a a b
Przyklad.

1

1(22 3x—2)x = 2 32—2)
jx-i—x x-(3x+2x X

0

0
Uwaga. (wlasnosci calki oznaczonej)

1) addytywnos¢ wzgledem przedzialow calkowania
Jeslic € <a, b>to

j F(x)dx = j F(x)dx+ j F(x)dx

2) réwnos¢ calek

Niech funkcja f bedzie calkowalna na przedziale [a,b] oraz niech funkcja g rézni si¢ od
funkcji f tylko w skonczonej liczbie punktow tego przedziatu. Wtedy funkcja g takze jest
catkowalna na przedziale [a,b] oraz



Catka - Lucjan Kowalski

'lig(x)dx = jif(x)dx X

3) zachowanie nieréwnosci przy calkowaniu
Jezeli funkcje /1 g s calkowalne na [a,b], f(x) < g(x) dla kazdego x € [a,b], to

i F(x)dx < j g(x)dx .

4) calka funkcji nieparzystej
Niech funkcja f bedzie nieparzysta i catkowalna na przedziale [-a,a]. Wtedy

jf(x)dsz.

5) calka funkcji parzystej
Niech funkcja f bedzie parzysta i catkowalna na przedziale [-a,a]. Wtedy

j F(x)dx=2 j F(x)dx.
—a 0
6) Interpretacja geometryczna calki oznaczonej.

b
Jesli f(x) >0 dla xe <a, b>to I f(x)dx = P (pole obszaru pod krzywg f dla xe <a, b>).

7) Srednia calkowa.
fo=— j f(x)dx
Tw (o calkowaniu przez podstawienie)

Jezeli

1. funkcja ¢:[a, ﬂ]i[a,b] ma ciagla pochodng na przedziale [ &, /],

2. p(a)=a, p(p)=0,
3. funkcja fjest ciggla na przedziale [a,b],
to

b B
[ fooax=] flp@)e’ @t

Uwaga. W przypadku gdy funkcja @ jest rosngca, ostatni wzor mozna zapisa¢ w postaci:
)
j fde= [ o' 0
o (@)
Tw. (o calkowaniu przez cze$ci)
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Jezeli funkcje f'1 g majg ciagle pochodne na przedziale [a, b] to

j S (g =[f(x)g)]; J f(0g' (x)dx

ZASTOSOWANIA CALEK OZNACZONYCH
Pole trapezu krzywoliniowego
Niech funkcje d 1 g beda ciagle na przedziale [a,b] oraz niech d(x) < g(x) dla kazdego
x € (a,b). Pole trapezu krzywoliniowego P ograniczonego wykresami funkcji d i g oraz
prostymi x = a, x = b wyraza si¢ wzorem:

P=[lg()-d()ix

Dhugos¢ krzywej
Niech funkcja f ma ciggla pochodng na przedziale [a,b]. Dhlugos¢ krzywej
L ={(x, f(x)): x €[a,b]} Wyraza si¢ wzorem:

L= jw/1+ [/ )] ax.
Objetos¢ bryly obrotowej a

Niech funkcja nieujemna f bedzie ciggla na przedziale [a,b]. Ponadto niech T oznacza trapez
krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osig Ox oraz prostymi x = a, x = b, gdzie
a < b. Objetos¢ bryty V powstatej z obrotu trapezu krzywoliniowego T wokot osi Ox wyraza
si¢ wzorem:

Vzﬂjifz(x)dx.

Pole powierzchni obrotowej
Niech funkcja nieujemna f ma ciaggla pochodng na przedziale [a,b]. Pole powierzchni
S powstatej z obrotu wykresu funkcji f wokot osi Ox wyraza si¢ wzorem:

§ =2z foN1+ [ @] dx.

Przyklad.
Koszt catkowity wyprodukowania x sztuk towaru wyraza si¢ wzorem:

K(x)=0,04x> —3x> +100x — 80
Jaki jest $redni koszt produkeji jesli produkcja wynosita 10 i wzrosta do 20 sztuk.
Rozwiqzanie Sredni koszt produkcji wyznaczamy jako $rednig catkowa kosztow.

j K(x)dx = - (0,01x* x> + 502 -80x] =
©720-10 10 1o

=0,1(1600 -8000 + 20000 - 1600 —100 + 1000 — 5000 + 800) = 870

Zauwazmy, ze K(10) = 660, K(20) = 1040, K =850.
Przyklad.
Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy krzywymi: fi(x) =x*-2 1ify(x)=x

P= f(x—(x2 ~2))=45
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Calka niewlasciwa (nieograniczony zakres calkowania).

T f(x)dx = }l)l_r)g'li f(x)dx ji f(x)dx = alirgo j. f(x)dx

j F(x)dx = j F(x)dx + j f(x)dx, c— ustalona liczba, np. ¢ = 0.

Jesli rozpatrywana granica nie istnieje lub nie jest skonczona, to méwimy, ze calka jest
rozbiezna.

Przyklad.
[’e] b b
jidleim L e —tim{ 2] =1
1 x2 b—wo 1 x2 b—wo\ x .
dx = (arctgx)” =rx
J; 1+x° ( 8 X’“’
Tl .t . b -
J-—dx = lim | —dx =11m(1n|x|] =limlnb =0 (catka rozbiezna)
X b—w X b—w 1 b—o

1
Funkcja gornej granicy calkowania.
F(x)= jf(t)dz xe<ab>

- jest ciggla w <a, b>,

- jesli f ciaggla to F jest rozniczkowalna oraz F’(x) = f(x).

UZUPELNIENIE

CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

. . L(x)
Funkcje wymierng W (x) =

X

nazywamy wlasciwg, gdy stopien wielomianu w liczniku
jest mniejszy od stopnia wielomianu w mianowniku.

Uwaga. Kazda funkcje wymierng mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji
wymiernej wiasciwe;j.

Funkcje wymierng witasciwa postaci

A .
—, gdzie n € N oraz a, A € R, nazywamy
(x+a)
ulamkiem prostym pierwszego rodzaju.
Px+Q

(x2 + px + q)
A=p’ —4q <0, nazywamy ulamkiem prostym drugiego rodzaju.

Funkcje wymierng wtasciwa postaci —, gdzie n € Norazp, q, P, Q € R oraz
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Tw. (o rozkladzie funkcji wymiernej na ulamki proste)
Niech W bedzie funkcjg wymierng wlasciwg oraz niech mianownik tej funkcji ma rozktad na

czynniki postaci: (x —a,)" -...-(x —a, )" '(xz +pX+q, )m‘ '...-(x2 +px+gq, )mj,
gdzie r,seN, n,eN, a,eR dla 1<i<r oraz m,eN, p,,q;€R, A, =p’—4q,<0 dla
I<j<s.
Wtedy
A A 4,
W(x):{ L+ - 2+...+—]n:|
(x-a) (x-a) (x—a)"
| Bl B2 BA”z :|
+ + bt —2
_(X—Clz) (x—a,) (x—a,)”
| Px+ Px+ P x+0Q,
+ 2‘x 9 + 22x 9, o Q‘m}+
_(x +tpx+q) (x"+px+gq) (X" + px+gq)"
| Rx+S, R,x+S, R, x+S8,,
+| — +— St — -
_(x +pyx+q,) (X" +px+q,) (X" + pyx+4q,)

gdzie 4;, ..., By, ..., P1, Oy, ..., R;, Sy, ... s3 odpowiednio dobranymi liczbami rzeczywistymi.
Inaczej mowigc, kazda funkcja wymierna wlasciwa jest sumg utamkow prostych pierwszego
i drugiego rodzaju.

calkowanie ulamkow prostych

Utamki proste pierwszego rodzaju

J- Adx =Aln|x+a|+C
xX+a

j Adx __ A 1+C,n>1

(x+a) (n=1)x+a)"

Utamki proste drugiego rodzaju

(Px+Q)ix P _(, 20 — pP 2x+p
——=—Inlx"+ px+¢q)+ ———arctg———+C
'[x2+px+q 2 ( ) /4q—p2 /4q—p2
(Px+Q)dx P (x2+px+q)1_”+2Q_pP dx n>1

(x2 +px+ q)" 2(1_”) 2 (x2 +px+q)” ’

Przyklad
j zdx 5 =larctg£+C
x“+a” a a
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d = al + ! arctg > +C
(x2+a2)2_2a2(x2+a2) 2a° ga

CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH
calkowanie funkcji postaci R(sinx,cosx)
Niech R(u,v) bedzie funkcjg wymierng dwoch zmiennych.
W zalezno$ci od warunkoéw jakie spetnia funkcja R, stosujemy podstawienie podane w tabeli:

Warunek Podstawienie | Przedstawienie funkcji Roézniczka
sinx =+1-1¢7 __—at
R(-u,v)=—R(u,v) t=cosx ¥ dx = .
cosx=+1-1 __at
R(u,~v) =—R(u,v) t=sinx ¥ dx = -2
sin x =
dt
1+1¢° -
R(-u,-v) = Ru,) (=tgx 1 e
COS X =
1+
sin x = 2t
o t=tg = 1+1° dx = 2d1
Podstawienie =2 1+¢°
uniwersalne CosX =
1+1°
Przyklad
jsin ax cos bxdx = cos(a + b)x — cos(a —b)x
2(a+b) 2(a-b)
jsin ax sin bxdx = sin(a —b)x — sin(a + b)x
2(a—-b) 2(a+b)
jcos ax cos bxdx = sin(a + b)x + sin(a — b)x
+b) 2(a —b)

Przyklad (calki z wazniejszych funkcji trygonometrycznych)

j tg xdx = — 1n|cos x| +C
j ctg xdx = — 1n|sin x| +C

X sin2x

jsinzxdx:—— +C
2

x sin2x
J‘cos2 xdx = +

dx
'f sin x =In

+C

+C

te X
)

o340
1274

=In

J-COS)C +C
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CALKOWANIE FUNKCJINIEWYMIERNYCH

Przyklad (wazniejsze calki z funkcji niewymiernych)

Wzbér Zaltozenia
j —arcsm +C |x|<a
Ji
R
J.\/x2+a2dx:§\/x2+a2 +a7lnx+\/x2+a2 +C re
2
I\/xz—azdngxlxz—az —%ln‘x+\/x2—a2 +C |x|>a
dx xeR
j—zlnx+ x*+a’|+C
Ervy oo
I x+Axr—a*|+C |x|>a
=
2
J.\laz—xzdngxlaz—x2 +%arcsin£+C |x|£a
a
CALKA - zadania
Zadanie 1.1. Oblicz catki
1- 1 1
- x 2x’ i C}
b) H/Idx; i%/xz +C}
X 2
—1+x 1
; —+1 C
C) j = dx; x+ n|x|+ }
1 -1
- ——+C
Y I(7x+1)3 n 14(7x+1)° ’ }

1
o) [ =
f) jxe”‘dx

g) sze"dx

10

—\/1—2x+C]

:— (x+1e " + C]

(x> = 2x+2)e" + C]
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h) [Inxdx [xInx-0,5x+ C]

i) sz%dx [(x—2)w/x+1+C]

i) [elax [(Vx —1Re¥™ + C]
2x+1
k) Iﬁdx [In|x - 3|+ In|x + 4|+ C]
| L {_ln|x+1| 0,25 0,25 +c}
21 4 x-1] x-1 x+1

2
Zadanie 1.2. Oblicza) | lszdx; b) [xe¥dx <) j de d) [(4x+1)dx
X

x +1)

o) Ile_ldx f) jﬂdx

x*=3x+2

2 —
Odp. a) %i/x_z(l—%}rcé b) %e3x(x—%j+C; c) ! +C;

2(x* +1)
d) E(4x+1) +Ce) E(1n|x—1|—1n|x+1|)+c;

f) Injx =1+ 21njx—2[+ C;

Zadanie 1.3. Catkujac przez czqs’ci wyznacz nastgpujace catki:

a)jxez"dx b) jxcos3xdx c) j dx d) Ix\/x+ ldx
I N 1 |
Odp. a) Z(2x—1)e +c b) 5xs1n3x+§cos3x+c

¢) 2Vx(Inx-2)+c d) 12—5(3x—2)(x+1)3/2 +c

Zadanie 1.4. Korzystajac z podanych podstawien, wyznacz nastepujace catki:
a) [elax 1=+x b) [sininxdx ¢=Inx

C)J. ! ~dx  t=1+x d)J-x\/x+1dx t=Ax+1
(1+x)

11
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Odp. a) 2(x —De’™ +c¢

-1

c)

Zadanie 2.1. Oblicz calki oznaczone:

) j(4x3 +1)dx ;

2
xdx
b) 'l[x2+1’

2

c) J.(l +e’ }lx

0

4
Zadanie 2.2. Oblicz: a) I &, b) I (x_12+

Zadanie 3.1. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:
a) y=x" ; y=4
b) y=x> ; y=0,5x>+2

c)y=e" ;y=2, x=0

b) %x(sin Inx —coslnx) +¢

+c d) £(3x2+x—2)\/x+1+c
1+x 15

g

Odp. a) In2; b) 1,75

Zadanie 3.2. Oblicz pole powierzchni ograniczonej wykresami funkcji

1
a) y=x, y=—, y:%xa b) y=—x’+3x+1, y=x’-2x-2
X

Odp.

Zadanie 3.3. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:
a) y=x"-2X ; y=X

12

a) 1/6 +1n2, b) 14—
24

b) y=-x>+8x ; y=x"-4x

Odp. a) 45 b) 72
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Zadanie 4.1. Oblicz calki niewlasciwe:

| XA/ X
0
b) J-xexdx [— 1]
. : .. . T odx T odx
Zadanie 4.2. Oblicz catki niewlasciwe:  a) j ; b) I
1 Vx? 1 \/x—3

Odp. a) rozbiezna b) 2

Zadanie 5. Popyt na pewien towar jest funkcja ceny ¢ p(c) = T
¢+
Obliczy¢ srednig warto$¢ popytu jezeli cena wzrosnie od 4 do 5 jednostek.

Odp [_7 :Zln—

: : . 1 ,.
Zadanie 6. Wydajnosc¢ robotnika wyraza si¢ wzorem w(¢)=12+¢ —gtz jednostek na

godzing ( t - czas od rozpoczecia pracy liczony w godzinach). Wyznacz liczbe jednostek

wytworzonych przez robotnika w ciggu 8 godzin pracy.

8
Odp. okoto 99,6 jednostki (wskazowka: oblicz catke J. w(t)dt
0

Zadanie 7. Zapas Z ton pewnego towaru w magazynie zmienia si¢ w ciggu miesigca (30 dni) i
po uptywie ¢ dni (liczgc od poczatku miesigca) wyraza si¢ wzorem

Z(t)=0,01£> + 0,15t —18¢ +300.
W ktérym momencie zapas towaru jest najmniejszy? Jaki jest Sredni zapas w ciggu miesigca?

Odp. Z,, = Z(20)=8, Z, =1425.

Zestawienie calek nieoznaczonych

Funkcja Calka nieoznaczona
0 C
a+l
x“ Y 0 ax-l
a+l
ln‘x‘ +C

1
X

13
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x X

a +C

Ina

ex ex +C
sin x —cosx+C
COSXx sinx+C

1 —ctgx+C
sin? x

1 tgx+C
cos’ x

1 arctgx + C
1+x°

1 arcsinx + C
1—x?

Wiasnosci calek nieoznaczonych

j f (x)dx = ¢ j F(x)dx

[[reo £ g(olx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

jf"(x)f/(x)dx=£”+1+c
| %dx =In|f (x)|+C
J'f(X) o
£ () )
je~f(x)f (x)dx=e’™ +C
jf(x)dx 20 +C

[F0g’ @dx=f(x)g(x) [ £ (x)g(x)dx

(calkowanie przez cze$ci)

W szczegolnoscei

Jesli j fx

[7@dx = [ flp®)’ (t)ar

(calkowanie przez podstawianie)

Ydx = F(x)+C to j f(ax+b)dx = L Flax+by+C
a
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