L.Kowalski — wlasndci macierzy

WEASNOSCI MACIERZY

Wiasnosci iloczynu i transpozycji
a) mnazenie macierzy jesttzne, tzn. A(BC) = (AB)C, dlatego zapis ABC jestneznaczny,
b) mnazenie macierzy jest rozdzielne wgdém dodawania,
tzn. A(B+ C) =AB + AC, (A+B)C =AC + BC,
C) mnazenie macierzy nie jest przemienne,
d) Al=A IA=A oile wymiary macierzy umgiwiajg mnazenie,
e) (AB)'=B'AT,
f) (A+B)T =AT + BT,
9 (ANT=A
h) (cA)T=cA', c - stala
i) tr(AB) =tr(BA), tr(A + B) = trA + trB.

Wiasnosci wyznacznika

a) detA=de’

b) jesli macierzA jest stopnia, to dla dowolnej statgg mamy detdA) = a'detA

c) detAB = detAdeB

d) dla macierzy nieosobliweéj mamy deA’A > 0,

e) jesli w macierzyA jest wiersz (kolumna) zikwny z samych zer to d&t 0,

f) jesli w macierzyA s3 jednakowe wiersze (kolumny) to det O,

g) jesli wiersz (kolumg) macierzyA pomnaymy przez dowolg liczbe rzeczywist to wyznacznik
powstatej macierzyduzie rowny wyznacznikowi macierzy pomnaonemu przeztliczbe,

h) jesli w macierzyA zamienimy miejscami dwa wiersze (kolumny) to wngeznik powstate]
macierzy kdzie rowny -deA,

i) wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianislijelo pewnego wiersza (kolumny) dodamy inny
wiersz (kolumg) pomnaony przez liczb rézng od zera.

J) wyznacznik macierzy trogtnej (pod przeitna same zera) jest rowny iloczynowi elementéw na
przelgtnej.

Wiasnosci macierzy odwrotnej

a) maciera odwrotry do macierzy jednostkowej jest ta sama macierztza.l,

b) (diag@,;,az,....a,))" =diad(a,) ™, (a,,) "....(a)")
c) (A=A,

d) (A" =(A)7,

e) (cA'=c*(A)7? c-stata

f) (AB)*=(B)"A),
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g) det (A" = (detA)™.
h) macierz odwrotna do nieosobliwej macierzy symetnggzest symetryczna,

i) macierz odwrotna do nieosobliwej macierzy tabijlej jest tréjlitna,

Wiasnaosci rzedu macierzy.

a) Rzad macierzy jest rowny zero tylko dla macierzy zespw

b) Rzad macierzy jednostkowej stopnia n jest rowny n,

c) Rzad macierzy A jest rowny rzdowi macierzy A,

d) Rzad macierzy nie mee przekraczazadnego z wymiarOw macierzy,

e) J&li macierz kwadratowa jest nieosobliwa to jejdzest rowny stopniowi tej macierzy,

f) Jeli dowolny wiersz macierzy pomuagmy przez statrézng od zera i dodamy do innego wiersza
to rzzd macierzy nie ulegnie zmianie.
Je&li zamienimy dwa wiersze milzy soly miejscami to rgd macierzy nie ulegnie zmianie.
Podobne operacje mua wykonywa na kolumnach macierzy.

g) J&li wykreslimy wiersz (kolumg) ziozony z samych zer to gd nie ulegnie zmianie.

Potega macierzy

J&li A jest macierz kwadratow to A" = ACALL.CA. A"=A'ATO.A" = (A‘l)n
—

n n

Slad macierzy

Jeili A jest macierz kwadratow to trA = suma elementow na praghe).

Macierz diagonalnao danych elementachdiag(a,;,a,,,...,&,,)

Macierze blokowe
Niekiedy wygodnie jest podzi€limacierz na bloki, czyli podmacierze ktére powstaj danej
macierzy przez odrzucenie pewnej liczby peawych i kaacowych wierszy i kolumn.

W naturalny sposob nioa okréli¢ podziat na bloki za pomadinii poziomych i pionowych, np.
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macierz A sklada siz czterech blokow.
Macierz kwadratowa jest blokowo — diagonalna gdyystkie bloki leace poza gtows przekitng 53

podmacierzami zerowymi, tzn.
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A 0 - 0
0 A - 0
0 0 - A

a bloki na przestnej ¢ kwadratowe.

Dodawanie i mngzenie macierzy blokowych, jeli podziat na bloki jest odpowiedni wykonujemy wg

zwyklych zasad, traktgg¢ bloki jak elementy macierzy, np.
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Wyznacznik macierzy blokowo-diagonalnej jest réwriloczynowi wyznacznikéw blokow

znajdujcych s¢ na przektnej, tzn.

A 0 - 0
0 A 0
de =detA LdetA, Ll..[detA O
0 0 - A
Jali A= '(A)& 224 i macierze A, A4 3 kwadratowe, to detA = detAletA,.
_ 07 o
Jali A= A i macierze A, A, 33 kwadratowe, nieosobliwe, ! = (A'L) 0 4
[0 A o (A)
[, B, , _ L 1, -B
Jali A= 0 | i macierz B jest dowolna o wymiaraalhX m), to A~ = o 1|

Wartosci wlasne macierzy
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A - dowolna macierz kwadratowa stopnia r.

Wielomianem charakterystycznymtej macierzy nazywamy wielomian

W(A) = def Al - A)
RéwnanieW(A) =0 nazywamydwnaniem charakterystycznym Pierwiastki tego
rownania tovartosci wkasnelub pierwiastki charakterystyczne tej macierzy.

NiechAy, ....,Ax - wartagci wkasne macierzy A o krotdoiachay, ....,ax (K<r).

Przyktfad.

1 2
Macierz A={ 4 3} ma réwnanie charakterystyczne
A-1 =2 )
W(A) =de =A"-41-5=0
-4 A-3
I wartoéci wiasne: A, =-1, A, =5.
Przyktfad.
2 —
Macierz A:{Z 5 } ma réwnanie charakterystyczne
A=-2 4
W(A) =de =) -41+12=0
-2 A-2

i wartosci whasne: A =2+i2y2, A, =2-i2/2.

Wektorem wiasnym operatora f odpowiadgym wart@ci wkasnejA nazywamy niezerowy

wektor v spetnigjcy warunek f(v) Av.

Wiasnosé:
a) suma wartéci wkasnych (z krotnéciami) jest rownagladowi macierzy tzn. sumie
elementow jej przedtnej.
b) macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy z@rst jej wartdciag wasr,
c) macierz jest pierwiastkiem wtasnego rownania chargktycznego,
d) macierz symetryczna ma tylko rzeczywiste wastavtasne,
e) jesli A jest wart@ciag wiasrg macierzy A, to & jest wartéciag witasrg macierzy cA,
fy jesli » # O jest wartécia wtasry macierzy A, to I/ jest wartdcia wkasrs mac. A,

g) jesli A jest wartdcia wiasm macierzy A, td\" jest wartécia wtasm mac. A", mON
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h) jesli & jest wartécia wtasrs macierzy A, to\ jest wartdcia wkasry macierzy A,
) jesli A jest wartdciag wtasr macierzy A, to\ jest wartdcia wlasm macierzy SAS,

dla dowolnej macierzy nieosobliwej S tego samegprga co A.

Wiasnosci macierzy stochastycznych.
Wiasnosé
Srednia arytmetyczna i iloczyn dwoch macierzy ststyeznych tego samego stopnia s

takze macierzami stochastycznymi.

Wiasnaosci macierzy stochastycznych:
a) Wartcicig wtasry kazdej macierzy stochastycznej jast 1 (oznaczamy; =1),

Dowdd.

Dodajemy wszystkie kolumny macier{/“ - A) do pierwszej kolumny, sumy wierszy s

rowne 1 wec po dodaniu wszystkie elementy pierwszej kolumpgésvneA - 1 i mazna g

wartas¢ wytaczye przed wyznacznik.

b) Moduty wszystkich wartéci wtasnych dowolnej macierzy stochastyczngsiejsze
od 1,
c) (tw. Dooba ) istnieje granicsirrl%zn: P =A,
- k=1
Macierz A ma whasng PA = AP = A = & (macierz idempotentna),
Przykifad.

13
Macierz P=| 4 4 5 i
2 1| maréwnanie charakterystyczne
3 3
1 3
=7 72 7 5
W(/])zde :AZ—A_—_z
2 1 12 12
3 3
. . -5
i wartosci wikasne: A1 =1, A, ZE'

L.Kowalski, 22.03.2010



