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Zadanie 1 
a) Niech 










−
−

=
1220

1012
A  



















−
−

=

01

10

22

03

B      






 −
=

0221

3014
C  

 
Wyznacz macierz  AT + 2B - CT. 
 

b) Wyznacz macierz X wiedząc, że  ` ( ) 








−
=

06

63
3 TX  

(odp. a) 



















−
−
−
−

12

60

46

14

, b) 






 −
=

02

21
X ) 

Zadanie 2 
Zapisz w prostszej postaci: 

( )TTAB  

( )TTT BAA ++ , 

( )( )TTT CBA + , 

( )( )TT CAB + , 

( )( )( )TTT AAAA −+  
 
Zadanie 3 

a) Dla macierzy A = 








−
−

232

101
 i B = 

















13

01

21

 wyznacz iloczyny A⋅B  i B⋅A,  

 

b) Niech  A = 








−− 12

01
, B = 









− 13

10
,  wyznacz A⋅B  , B⋅A , (A⋅B)T  i BT⋅AT 

c) Wyznacz macierz X jeśli   [ ] [ ]
































−=−−⋅−
3

1

0

0

2

1

3221110

T

T X  

(odp. a) A⋅B = 








−
−
21

12
, B⋅A = 

















−
−
−

535

101

565

;  

b) A⋅B = 








− 33

10
, B⋅A = 









−−
−−

15

12
; (A⋅B)T  = 









−31

30
, BT⋅AT = 









−31

30
;  

c)  




−=
3

2
X ) 

Zauważ, że mnożenie macierzy nie jest przemienne. 
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Zauważ, że spełniona jest własność (A⋅B)T  = BT⋅AT 
 
Zadanie 4 
Sprawdzić, że następujące zbiory macierzy 

a) 








∈>








−
Rbaba

ab

ba
,,0,: ,  

b) 








∈






 −
Rα

αα
αα

:
cossin

sincos
 

z działaniem mnożenia macierzy są grupami  abelowymi.  
 
Zadanie 5 
Uzasadnić, że dla macierzy kwadratowych zachodzi własność 

tr(AB) = tr(BA) 
 
Zadanie 6 

Oblicz AB i BA jeśli A = 

















−

−

876

254

232

, 

a)  B = 

















100

00

001

a , b)  B = 

















100

10

001

b , c)  B = 

















000

100

000

,  

(odp. a) AB = 

















−

−

876

254

232

a

a

a

, BA = 

















−

−

876

254

232

aaa , 

b) AB = 

















+−
+
−

8776

2554

2332

b

b

b

, BA = 

















−
++−
−

876

827564

232

bbb , 

c) AB = 

















700

500

300

, BA = 

















−
000

876

000

) 

 
Zadanie 7 
a) Sprawdź, że wynikiem mnożenia AB, gdzie  



















=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A , 



















=

0

1

0

0

B  

jest macierz równa trzeciej kolumnie macierzy A. 
Jaka powinna być macierz B, aby w ten sposób otrzymać drugą kolumnę macierzy A? 
b) Sprawdź, że wynikiem mnożenia BA, gdzie  
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[ ]0001=B , 



















=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  

jest macierz równa pierwszemu wierszowi macierzy A. 
Jaka powinna być macierz B, aby w ten sposób otrzymać czwarty wiersz macierzy A? 

(odp. a) 



















=

0

0

1

0

B , b) [ ]1000=B ) 

 
Zadanie 8 
a) Sprawdź, że wynikiem mnożenia BA, gdzie  



















=

0010

0100

1000

0001

B , 



















=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  

jest macierz otrzymana z macierzy A przez przestawienie drugiego i czwartego wiersza. 
Zauważ, że macierz B jest macierzą permutacji. 
Jaka powinna być macierz B, aby w ten sposób otrzymać przestawienie pierwszego i drugiego wiersza 
macierzy A? 
b) Sprawdź, że wynikiem mnożenia BA, gdzie  



















=

1000

000

0010

0001

c
B , 



















=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  

jest macierz otrzymana z macierzy A przez pomnożenie jej trzeciego wiersza przez liczbę c. 
Jaka powinna być macierz B, aby w ten sposób otrzymać pomnożenie czwartego wiersza macierzy A 
przez 5? 
c) Sprawdź, że wynikiem mnożenia BA, gdzie  



















=

1000

010

0010

0001

c
B , 



















=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  

jest macierz otrzymana z macierzy A przez dodanie do jej trzeciego wiersza, pierwszego wiersza 
pomnożonego przez liczbę c. 
Jaka powinna być macierz B, aby w ten sposób otrzymać dodanie do  czwartego wiersza, drugiego 
wiersza pomnożonego przez 7? 
 
Zauważ, ze iloczyny a), b), c) odpowiadają elementarnym operacjom na wierszach macierzy A. 
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(odp. a) 



















=

1000

0100

0001

0010

B ,  

b) 



















=

5000

0100

0010

0001

B ,  

c) 



















=

1070

0100

0010

0001

B ) 

Zadanie 9 
Oblicz, 

a)  

3

000

100

010

















, b)  

n

a

a

a

















00

10

01

, c)  

n

















− 300

020

012

  

 

(odp. a) 0, b) 



















 −

−

−−

n

nn

nnn

a

naa

a
nn

naa

00

0
2

)1(

1

21

,  

c) 

















−

−

n

n

nn n

)3(00

020

022 1

) 

 
Zadanie 10 

Oblicz 52)( 2 +−= xx Af   jeśli A = 






 −
12

34
, 

( 








−
−

26

97
) 

 
Zadanie 11 
Oblicz wyznaczniki macierzy: 

A = 






 −
31

12
, B = 

















100

321

321

, C = 



















−
−

−

0210

0301

2000

1021

, D = 



















−
−

1000

0300

2010

1022

, 

 
(odp. detA = 7, detB = 0, detC = -2, detD = -6) 
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Zadanie 12 
Oblicz wyznaczniki macierzy: 

A = 























−
169489

43231

11171

00054

00032

, B = 



























−
−
−

−

430000

540000

000063

005200

002300

000051

, 

(odp. detA = -4, detB = -99) 
 
Zadanie 13 

Sprawdź, że ( ) nTT ABBA 4)4det( 1 =−
, dla dowolnych nieosobliwych macierzy stopnia n. 

 
Zadanie 14 
Rozwiąż równanie: 

0

4012

312

43

=
+

−
−

x

x

 

(odp.  -10, 2) 
 
Zadanie 15 
Wyznacz (jeżeli istnieje) macierz odwrotną do macierzy: 

a) 

















120

041

321

;  b)  

















−
−

−

333

222

111

; 

c)  

















−

−

011

200

111

;  d)  



















−−
−−
−−

1111

1111

1111

1111

; e) 



















1101

0110

1000

0001

. 

(odp. a) 

















−
−

−

25,025,025,0

375,0125,0125,0

5,15,05,0

,  

b) 























6

1

4

1
0

6

1
0

2

1

0
4

1

2

1

, c) 















 −

05,00

5,025,05,0

5,025,05,0

, 
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d) 



















−−
−−
−−

25,025,0251,025,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

25,025,025,025,0

,  

e) 



















−−
−

0010

1011

1111

0001

) 

 
Zadanie 16 
Wyznacz (stosując jedną i drugą metodę)  macierz odwrotną do macierzy: 

A = 






 −−
32

21
, B = 

















110

231

002

, I = 

















100

010

001

. 

(odp. A-1 = 








−− 12

23
, B-1  = 

















−
−−
315,0

215,0

005,0

, I-1  = I) 

Zadanie 17 
Wyznacz macierz X jeśli  

a) 

















−
=⋅

















1

0

1

110

231

002

X    b) [ ]102

110

231

002

−=⋅
















⋅X  

 

c) 

















−=⋅
















20

01

10

110

231

002

X    d) 






 −
=⋅

















⋅
120

111

110

231

002

X  

 

e) 








−
−

=








−
−

⋅⋅








13

42

35

23

23

12
X  f) 








=








⋅⋅









10

00

60

25

01

10
X  

 

g) 

TT

X 







−







=






















⋅⋅








−

43

21

10

01

43

21

43

21
1

 h) 







=















 −
54

32

25

12

10

23
X  

 

i) 







=

















−
024

132

101

541

431

X   j) 







=

















−
024

132

101

541

431

X  

 

k) 








−
−

=








−
−










−
−

124

62

62

31

22

11
X  
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l) 

TT
T

IX 






−
+















 −
−=










⋅







−

















−

−
⋅

















−
−−

01

21
3

03

12
2

35

12

11

02

30

01

10

22

2  

(odp. a) 

















−
=

5,2

5,1

5,0

X , b) [ ]315,0 −−=⋅X ,   

c) 

















−−=
5,61

5,41

5,00

X  d) 








−−
−−

=⋅
115,0

525,0
X , 

e) 








−−
=

1834

1324
X , f) 














=

00
6

1
0X , g) 









−−
−−

=
76

42
X , l) 









−
−

=
1830

1018
X ) 

 
Zadanie 18 
Znaleźć rząd macierzy: 

a)  

















1111

7212

4321

; b)  

















0011

1100

0432

;    c) 



















21

54

33

22

; 

d) 








−− 110301

200200
,   e) 



















−
00

10

23

10

, f) 

















−− 10112

20101

10200

 

g)  








210

312
;  h)  [ ]72 ; i)  [ ]00 ; j) 



















−−
−−
−−

1111

1111

1111

1111

 

 
(odp. a) 3, b) 3, c) 2, d) 2, e) 2, f) 3, g) 2, h) 1, i) 0, j) 4) 

 
Zadanie 19 
Znaleźć rząd macierzy: 

a)  

















−
−

145

231

101

; b)  

















 −

403

570

514

032

;    c)  



















−−
−−

−
−−

3021

1133

2154

3021

 

(odp. a) 2, b) 3, c) 2) 
 
Zadanie 20 

Wyznacz rząd macierzy 







=

c

c
A

1

1
 w zależności od parametru c. 

 
(odp. rA = 1, gdy c = 1 lub c = -1, rA = 2, dla pozostałych c) 
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Zadanie 21 
Znaleźć macierz permutacji  

a) 








1234

4321
, b) 









2413

4321
.  

(odp. a) 



















0001

0010

0100

1000

, b) 



















0010

1000

0001

0100

) 

Zadanie 22 
Sprawdź przez indukcję, że 

nnn

nn

n

nn

n

aaa

a
aa

aaa

aaa

aaaa

12,11
2

)1(

1

2,11,1

333231

232221

1131211

...)1(

000
00

0

0

⋅⋅⋅−= −

−

−−

L

L

L

LLLL

L

L

L

 

 
Zadanie 23 
Ile powinien wynosić wyznacznik macierzy A spełniającej równanie 02 =− TAA .  

 (odp. 0 lub 1) 
 
Zadanie 24 
Oblicz  

a) 



















1111

1110

1100

1000

det , b) 























00005

00041

00311

02111

11111

det  

(odp. a)1, b) 5!) 
 
Zadanie 25 

 Dla macierzy: A = 








−− 12

01
, B = 









− 13

10
 

sprawdź, że det(AB) = detAdetB=det(BA), chociaż BAAB ≠  
 
Zadanie 26 
Oblicz ATA i AA T gdy  
a)  A = [1   2   3]T, b)   A = [1   -2   3   -4], 
 
Zadanie 27 
Oblicz XTAX gdy  

A = 








43

32
,  X = [x, y]T, 

 
L.Kowalski, 15.03.2010 


