
 

 

 

1

Uzupełnienia do rozdz. I 
Przykład 
Zbiór izometrii przekształcaj�cych dany prostok�t ABCD, który nie jest 
kwadratem na siebie z działaniem składania przekształce� jest grup� 
abelow�. Zbiór rozpatrywanych izometrii składa si� z 4 elementów: O0, 
O1 to obroty o k�ty 0, π  odpowiednio oraz Sa, Sb to symetrie wzgl�dem 
symetralnych poszczególnych par boków. Zło�enie izometrii jest 
izometri�, składanie przekształce� jest te�  ł�czne. 
Działanie w tej grupie mo�na opisa� tabelk� 

 O0 O1 Sa Sb 
O0 O0 O1 Sa Sb 
O1 O1 O0 Sb Sa 
Sa Sa Sb O0 O1 
Sb Sb Sa O1 O0 

Przyjmujemy pierwsze argumenty  
Elementem neutralnym jest O0. Elementem przeciwnym do dowolnego 
elementu  jest ten sam element. Jest to grupa abelowa bo powy�sza 
tabelka jest symetryczna. 
 
Przykład 
Zbiór {0, 2} jest podgrup� grupy Z4, bo elementem odwrotnym do 
liczby 2 jest ta sama liczba ((2 + 2)mod4 = 0). 
 
Uwaga. 
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Lagrange’a nie jest prawdziwe 
(istniej� grupy dla których nie istnieje podgrupa rz�du k, chocia� k jest 
dzielnikiem rz�du takiej grupy). 
 
Sposób składania permutacji. 
Przykład 
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Pod pierwsz� (tzn. wykonywanej jako pierwsza) permutacj� 
umieszczamy dolny wiersz drugiej permutacji. 
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Górny wiersz strzałek jest graficznym obrazem pierwszej permutacji. 
Strzałki w drugim wierszu prowadz� od kolejnych warto�ci pierwszej 
permutacji do elementów w najni�szym wierszu znajduj�cych si� na 
pozycji wskazanej przez liczb� na pocz�tku strzałki. Nast�pnie 
rozpatrujemy zło�enie strzałek. 
 
Sposób odwracania permutacji. 
Przykład 
Aby wyznaczy� element odwrotny do permutacji 
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p  zapisujemy jej wiersze w odwrotnej kolejno�ci 

i porz�dkujemy kolumny wg pierwszego wiersza, zatem  
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Sprawdzenie: 
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Uwaga. 
Aby odwróci� cykl wystarczy zapisa� go w odwrotnej kolejno�ci. 
 
Graficzny obraz permutacji.  
Ka�dej permutacji mo�na jednoznacznie przyporz�dkowa� graf, np. 

permutacji ��
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p  odpowiada graf. 
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Sposób rozkładania permutacji na cykle rozł�czne. 
Przykład 

Aby rozło�y� permutacj� ��
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p  na rozł�czne 

cykle, bierzemy jako pocz�tek pierwszego cyklu najmniejsza liczb�, 
która nie przechodzi na siebie, nast�pny element cyklu to liczba na 
któr� przechodzi ta liczba, itd. a� wrócimy do pocz�tkowej liczby 
w cyklu. Kolejne cykle wyznaczamy podobnie, a� uwzgl�dnimy 
wszystkie liczby, które nie przechodz� na siebie. Zatem:  
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Poniewa� składanie cykli rozł�cznych jest przemienne obydwa rozkłady 
na cykle s� sobie równe.  
Liczba 2 nie wyst�puje w tych cyklach bo permutacja j� zachowuje. 
Rozkład na powy�sze cykle dobrze wida� na grafie tej permutacji 
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Sposób pot�gowania cykli. 
Przykład 
Niech dany b�dzie cykl długo�ci k: p = (n1, n2, ..., nk). 
Wtedy p2 jest równe pp czyli 

 ��
�

�
��
�

�
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

= −

2143

121

132

132

21
2

nnnn

nnnn

nnn

nnn

nnn

p kk
k

�

�

�

�

�

 

(dolny wiersz przesuwa si� w lewo o jedna pozycj� a pierwsza liczba 
przechodzi na ostatnie miejsce). 
Kolejne pot�gi otrzymujemy dokonuj�c kolejnych przesuni�� dolnego 
wiersza. 
Wniosek: pk = e.  
 
Uwaga.  
Pot�ga cyklu nie musi by� cyklem. Np. dla  
 

p = ( )4321  mamy 
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Sposób rozkładania permutacji na transpozycje. 
Przykład 
Aby rozło�y� permutacj� na transpozycje, rozkładamy j� na cykle 
rozł�czne, a ka�dy cykl rozkładamy na transpozycje wg schematu 
 

(n1, n2, ..., nk) = (n1, nk)(n1, nk-1)... (n1, n3)(n1, n2) 
 
lub 
 

(n1, n2, ..., nk) = (n2, n1)(n3, n2)(n4, n3) .... (nk-1, nk-2)(nk, nk-1) 
 

Z obu schematów wynika, �e cykl długo�ci parzystej rozkłada si� na 
nieparzyst� liczb� transpozycji a cykl długo�ci nieparzystej rozkłada si� 
na parzyst� liczb� transpozycji. Zatem np. 
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Sprawdzenie. 
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Pierwszy rozkład. 
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Drugi rozkład. 
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Rozkład tej permutacji na parzyst� liczb� transpozycji �wiadczy o tym, 
�e jest to permutacja parzysta. 
 
Sposób wypisywania inwersji danej permutacji. 
Przykład 
Aby wypisa� inwersje permutacji  
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bierzemy pierwsz� liczb� z dolnego wiersza tzn. 3 i tworzymy pary 
z liczbami mniejszymi znajduj�cymi si� na prawo od niej, czyli 
(3, 2); (3, 1). Nast�pnie bierzemy kolejn� liczb� z dolnego wiersza tzn. 
2 i jak poprzednio wypisujemy inwersj� (2, 1). 
Kolejne liczby daj� inwersje: 
Dla liczby 5 mamy (5, 1), (5, 4). Dla liczby 6 mamy (6, 1), (6, 4). 
Dla liczby 1 brak inwersji. Dla liczby 7 mamy (7, 4). 
Dla liczby 4 brak inwersji.  
Razem powy�sza permutacja ma osiem inwersji, jest wi�c permutacj� 
parzyst�. 
Przykład 
Pier�cie�  Z5  
Działanie addytywne  Działanie multiplikatywne 

+ 0 1 2 3 4  ⋅ 0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 0  0 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 0 1  1 0 1 2 3 4 
2 2 3 0 1 2  2 0 2 4 1 3 
3 3 0 1 2 3  3 0 3 1 4 2 
4 0 1 2 3 4  4 0 4 3 2 1 

Zauwa�my, �e jest to pier�cie� przemienny z jedynk�. W pier�cieniu 
tym ka�dy element jest odwracalny. Brak dzielników zera. Pier�cie� Z5 

jest ciałem. 
 
Przykład 
Pier�cie�  Z6  
Działanie addytywne   Działanie multiplikatywne 

+ 0 1 2 3 4 5  ⋅ 0 1 2 3 4 5 
0 0 1 2 3 4 5  0 0 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 4 5 0  1 0 1 2 3 4 5 
2 2 3 4 5 0 1  2 0 2 4 0 2 4 
3 3 4 5 0 1 2  3 0 3 0 3 0 3 
4 4 5 0 1 2 3  4 0 4 2 0 4 2 
5 5 0 1 2 3 4  5 0 5 4 3 2 1 

Zauwa�my, �e jest to pier�cie� przemienny z jedynk�. W pier�cieniu 
tym nie ka�dy element jest odwracalny. Dzielniki zera to 2, 3 i 4. 
Pier�cie� Z6 nie jest ciałem. 


