Uzupelnienia do rozdz. I
Przyklad
Zbidr izometrii przeksztatcajacych dany prostokat ABCD, ktéry nie jest
kwadratem na siebie z dziataniem skfadania przeksztalcen jest grupa
abelowa. Zbior rozpatrywanych izometrii sktada si¢ z 4 elementéw: Oy,
O, to obroty o katy 0, 7 odpowiednio oraz S,, Sy, to symetrie wzgledem
symetralnych poszczegdlnych par bokéw. Ztozenie izometrii jest
izometria, sktadanie przeksztalcen jest tez taczne.
Dziatanie w tej grupie mozna opisa¢ tabelka
Oy 101 |Sa |S»
Oy |00 |01 |Sa [Sp
O, 101 |O0p [Sp |Sa
Sa Sa Sb OO Ol
Se ISe [Sa [O1 [Og
Przyjmujemy pierwsze argumenty
Elementem neutralnym jest Oy. Elementem przeciwnym do dowolnego
elementu jest ten sam element. Jest to grupa abelowa bo powyzsza
tabelka jest symetryczna.

Przyklad
Zbiér {0, 2} jest podgrupa grupy Z,, bo elementem odwrotnym do
liczby 2 jest ta sama liczba ((2 + 2)mod4 = 0).

Uwaga.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Lagrange’a nie jest prawdziwe
(istnieja grupy dla ktérych nie istnieje podgrupa rzedu k, chociaz k jest
dzielnikiem rzedu takiej grupy).

Sposéb skladania permutacji.
Przyklad

(12345 (12345
PZl3 0 s 1 47741 3 2 5)

Pod pierwsza (tzn. wykonywanej jako pierwsza) permutacja
umieszczamy dolny wiersz drugiej permutacji.
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Gorny wiersz strzatek jest graficznym obrazem pierwszej permutacji.
Strzatki w drugim wierszu prowadza od kolejnych warto$ci pierwszej
permutacji do elementéw w najnizszym wierszu znajdujacych si¢ na
pozycji wskazanej przez liczb¢ na poczatku strzatki. Nastgpnie
rozpatrujemy ztozenie strzatek.
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Sposéb odwracania permutacji.
Przyklad
Aby wyznaczy¢ element odwrotny do permutacji
123 45 q L oleinodci
= zapisujemy jej wiersze w odwrotnej kolejnosci
p 395 1 4 pisujemy jej d |

i porzadkujemy kolumny wg pierwszego wiersza, zatem
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Sprawdzenie:
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Uwaga.
Aby odwrdci¢ cykl wystarczy zapisa¢ go w odwrotnej kolejnosci.

Graficzny obraz permutacji.
Kazdej permutacji mozna jednoznacznie przyporzadkowac graf, np.

1 2 3 45

30 5 1 4} odpowiada graf.

permutacji p = (
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Sposéb rozkladania permutacji na cykle rozlaczne.
Przyklad

1 23 456 7
325 617

cykle, bierzemy jako poczatek pierwszego cyklu najmniejsza liczbe,
ktéra nie przechodzi na siebie, nastgpny element cyklu to liczba na
ktéra przechodzi ta liczba, itd. az wrécimy do poczatkowej liczby

w cyklu. Kolejne cykle wyznaczamy podobnie, az uwzglednimy
wszystkie liczby, ktére nie przechodza na siebie. Zatem:

Aby roztozy¢ permutacje p = ( ] na roztaczne



p: =
325617 4

=(1 3 54 6 7)=(4 6 7)1 3 5)
Poniewaz sktadanie cykli roztacznych jest przemienne obydwa rozktady
na cykle sa sobie réwne.
Liczba 2 nie wystgpuje w tych cyklach bo permutacja ja zachowuje.
Rozklad na powyzsze cykle dobrze wida¢ na grafie tej permutacji
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Sposéb potegowania cykli.

Przyklad

Niech dany bedzie cykl dlugosci k: p = (ny, ny, ..., ny).
Wtedy p” jest réwne pp czyli

nl n2 oo nk
2 Mmooy ey
p=\n noe =
n, n, -+ n n
n2 n3 oo nl
(dolny wiersz przesuwa si¢ w lewo o jedna pozycj¢ a pierwsza liczba
przechodzi na ostatnie miejsce).
Kolejne potegi otrzymujemy dokonujac kolejnych przesuni¢é¢ dolnego
wiersza.
Whiosek: p* =e.

Uwaga.
Potega cyklu nie musi by¢ cyklem. Np. dla

p=(1 2 3 4)mamy
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Sposob rozkladania permutacji na transpozycje.

Przyklad

Aby roztozy¢ permutacj¢ na transpozycje, rozktadamy ja na cykle
rozlaczne, a kazdy cykl rozktadamy na transpozycje wg schematu

(ny, Ny, ..., Ng) = (N, N)(Ny, Niq)... (N, N3)(Ny, Ny)

Iub

(ny, Ny, ..., ng) = (N2, Ny)(N3, N2)(Ny4, N3) ... (N1, Ni.2) (N, Nic.q)

Z obu schematéw wynika, ze cykl dlugosci parzystej rozktada si¢ na
nieparzysta liczbe transpozycji a cykl dtugo$ci nieparzystej rozktada sig
na parzysta liczbg transpozycji. Zatem np.

(1234567
P=l3 256 1 7 4

jzu 3 504 6 7)=
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=(1 5)1 3)4 7)4 6)=(3 1)5 3)6 4)7 6)

Sprawdzenie.



Pierwszy rozktad.

(1 501 3)4 7)4 6)=
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Drugi rozktad.

B 15 3)6 4)7 6)=
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(123456 7).
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Rozklad tej permutacji na parzysta liczbg transpozycji §wiadczy o tym,
Ze jest to permutacja parzysta.

Sposob wypisywania inwersji danej permutacji.
Przyklad
Aby wypisa¢ inwersje permutacji

(1234567
Pel3 256 1 7 4



bierzemy pierwsza liczbg z dolnego wiersza tzn. 3 i tworzymy pary
z liczbami mniejszymi znajdujacymi si¢ na prawo od niej, czyli

(3, 2); (3, 1). Nastgpnie bierzemy kolejng liczbg z dolnego wiersza tzn.
2 1 jak poprzednio wypisujemy inwersj¢ (2, 1).

Kolejne liczby daja inwersje:

Dla liczby 5 mamy (5, 1), (5, 4). Dla liczby 6 mamy (6, 1), (6, 4).

Dla liczby 1 brak inwersji. Dla liczby 7 mamy (7, 4).

Dla liczby 4 brak inwersji.

Razem powyzsza permutacja ma osiem inwersji, jest wigc permutacja

parzysta.

Przyklad

Pierscien Zs

Dziatanie addytywne Dziatanie multiplikatywne
+(0|1 |2 |3 |4 0 (1 |2 |3 |4
0/0]1 |2 [3 |0 0 |10 |0 |0 |0 |O
11112 |3 |0 |1 1 10 |1 |2 |3 |4
21213 |10 |1 |2 2 |0 |2 |14 |1 |3
3/3/0 |1 ]2 |3 3 /0 |3 |1 |4 |2
40]1 |12 |3 |4 4 |0 14 |3 |2 |1

Zauwazmy, ze jest to pierScien przemienny z jedynka. W pierScieniu
tym kazdy element jest odwracalny. Brak dzielnikéw zera. Pier§cien Zs
jest ciatem.

Przyklad
Pierscien Zg
Dziatanie addytywne Dziatanie multiplikatywne
+(0|1 |2 |3 1 |2 (3 |4 |5
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5/5/0 |1 |12 |3 |4 0[5 |4 [3 |2 |1
Zauwazmy, ze jest to pierScien przemienny z jedynka. W pierScieniu
tym nie kazdy element jest odwracalny. Dzielniki zera to 2, 3 i 4.
Pierscien Zgnie jest ciatem.




